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Kapitel 1
Einfiihrung

Im folgenden werden zunéchst die Einfliisse aufgezeigt, welche die Statik der Tragwerke
entscheidend beeinflufit haben. Es folgt eine Darstellung der Grundlagen, auf die das
Buch aufbaut, zusammen mit einer Definition der Zielsetzungen. Die darauf folgenden
beiden Abschnitte dieses Kapitels behandeln die grundlegenden Annahmen und geben
Hinweise zur Bearbeitung von Ubungsaufgaben, die am Schluss der Kapitel zwei bis zwolf

aufgefithrt sind.

1.1 Rechenverfahren und Rechenhilfsmittel in der
Statik

Die Statik war zu allen Zeiten auf Rechenhilfsmittel angewiesen; fiir die Umsetzung der
Erkenntnisse der Elastizitdtstheorie in der Praxis muflten ,, Verfahren“entwickelt werden,
die einfach und leicht verstédndlich sind und mit den iiblichen Hilfsmitteln durchgefiihrt
werden konnen. Das iibliche Hilfsmittel des Ingenieurs im letzten Jahrhundert war das
Zeichenbrett. Es erstaunt deshalb nicht, dass sich die Culmann’sche graphische Statik
(Culmann 1821 - 1881) so grosser Beliebtheit erfreute.

Das erste Lehrbuch der Statik wurde von dem franzdésischen Ingenieur

C.L.M.H. Navier (1785 - 1836) /56/ verfasst. Es ist eine Zusammenfassung des damaligen
Wissensgebietes “Baustatik”, ein “Resumée des Lecons Données a I'’Ecole des Ponts et
Chaussées (1827)” eine Zusammenfassung der Vorlesungen also, die Navier am Polytech-
nikum fiir Briicken- und Strassenbau gehalten hat. Es war zu dieser Zeit bekannt, dass
man bei Stabwerken zwischen statisch unbestimmten und statisch bestimmten Systemen
unterscheiden mufite. Navier weist auch schon auf die Méglichkeit der Berechnung innerer

Krifte iiber die Verschiebungen der Knotenpunkte eines Stabwerkes hin.

Die erste vollstédndige Darstellung der Berechnung statisch unbestimmter Fachwerke gibt
Clerk Maxwell /46/ im Jahre 1864. Er beweist den nach ihm benannten Satz von der
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1.1. RECHENVERF. UND -HILFSMITTEL IN DER STATIK 3

Gegenseitigkeit der elastischen Verschiebungen (Maxwell’scher Satz). Die ersten Anwen-
dungen des Prinzips der virtuellen Verriickungen, wie es von Lagrange in seiner analy-
tischen Mechanik (Mécanique analytique) schon 1788 bewiesen wurde, findet man bei
O. Mohr /50/. Von H. Miiller-Breslau wird in seinem 1886 erschienenen Lehrbuch: ,, Die
neueren Methoden der Festigkeitslehre und Statik der Baukonstruktionen“ /53/ erstmals
die vollstdndige Berechnung statisch unbestimmter Stabwerke dargestellt. Zu dieser Zeit
waren die Sétze von F. Menabrea (/48/, 1858) und von A. Castigliano (/7/, 1873, 1875)

iiber die Differentialquotienten der Forménderungsarbeit schon bekannt.

Spezielle baupraktische Anwendungen und Losungsverfahren fiir die Elastizitéatsgleichun-
gen waren ebenfalls schon bekannt: So berechnet A. Clebusch in seinem Lehrbuch ,, Theorie
der Elastizitét fester Korper® (siehe /3/, Seite 166) einen durchlaufenden Balken mit dem

Differenzverfahren und stellt damit die ,,Dreimomentengleichung® auf.

Die Dreimomentengleichung war schon von Clapeyron 1857 aufgestellt worden (Clapey-
ron’sche Gleichungen); von O. Mohr /51/ wurde 1860 eine vollstindige Losung aufgezeigt.
Die Bedeutung, die der Dreimomentengleichung zugemessen wurde, zeigt, dass man sich
in der Statik schon sehr frith um eine problemgerechte Formulierung der Elastizitatsglei-
chungen bemiihte: Ein lineares Gleichungssystem mit Tridiagonalmatrix (Dreimomenten-
gleichung) ist namlich eine Elementarform eines Gleichungssystems und &uflerst einfach

zu losen.

In den Jahren von 1880 bis etwa 1890 wurden auch die Grundlagen fiir die Losung bausta-
tischer Aufgaben mit kinematischen Methoden gelegt. Erste Hinweise finden sich bei A.
Foppl /20/ in seinem Lehrbuch ,, Theorie des Fachwerkes® (Leipzig 1880). In einer Abhand-
lung ,,iiber Geschwindigkeitspldne und Beschleunigungspline“ im Zivilingenieur (Band
33, 1887) wird die Theorie von O. Mohr vertieft. Im Jahre 1888 zeigt R. Land /38/ in
seinem Beitrag ,, Kinematische Theorie des statisch bestimmten Tréagers“ die Ermittlung
von Einflusslinien mit kinematischen Methoden; eine zusammenfassende Darstellung gibt
H. Miiller-Breslau /54/ in seinen Lehrbiichern , Die graphische Statik der Baukonstruk-
tionen“ (Leipzig 1892). Die , graphische” Statik darf dabei nicht als rein zeichnerisches
Verfahren gesehen werden: In den statisch bestimmten Systemen, wie sie bei der Berech-
nung statisch unbestimmter Systeme eingefithrt werden miissen, werden Schnittgréfien
und Verformungen auf zeichnerischem Wege, auf der Grundlage der Kinematik, bestimmt.
Die statisch Unbestimmten werden mit einer , Hilfsrechnung® als Losung eines linearen

Gleichungssystems berechnet.

Soweit es jedoch moglich war, vermied man die numerische Berechnung und gab den zeich-
nerischen Losungen den Vorzug. Die ,reziproken Krifteplane“ nach L. Cremona (1830 -
1903) waren fiir die ,,Berechnung® von Fachwerken ein unabdingbares Werkzeug. In kom-
plizierteren Féllen und bei rdumlichen Fachwerken wurde auf das Ritter’sche Schnittver-
fahren (/70/, 1863) zuriickgegriffen.

Eine Abkehr von den graphischen Verfahren zeigt sich in dem Lehrbuch von M. Griining
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/23/: ,,Die Statik des ebenen Tragwerkes“. Griining gibt in seinem Vorwort der ,, Analysis*
den Vorzug: ,,Der Analysis und der Rechnung gebe ich im allgemeinen den Vorzug vor den
graphischen Verfahren ... Auch fiihrt nach meiner Erfahrung in statischen Untersuchungen
die Rechnung héufig schneller zum Ziele und ist leichter zu priifen als die Zeichnung“

(Vorwort Griining).

Die vermehrte Bedeutung der numerischen Losungsverfahren zeigt sich auch in vielen
Arbeiten, die im ersten Viertel dieses Jahrhunderts entstanden und direkten Bezug zur
Losung linearer Gleichungssysteme aufweisen. Es sind dies die Arbeiten von A. Hertwig
/27/ iiber die Losung linearer Gleichungssysteme mit unendlichen Reihen, von M. Griining
/24/ tiber hochgradig statisch unbestimmte Systeme, von F. Bleich / E. Melan /3/ iiber
die Anwendung des Differenzenverfahrens, von A. Ostenfeld /58/ iiber die Berechnung von

Stockwerkrahmen und von G. Worch /91/ iiber die Anwendung des Reduktionssatzes.

Eine interessante Entwicklung zeigt sich in der Dissertation von V. Lewe /41/, 1915): Das
»Zahlenrechteck® fiir die Darstellung und Losung von Gleichungssystemen, wie man sie bei
der Berechnung durchlaufender Trager und mehrstieliger Rahmen erhélt, wird ,,entdeckt®.
Mit dem Zahlenrechteck wird die Matrix (J. J. Sylvester 1850) im Bauingenieurwesen
eingefiihrt. Auch die Determinantentheorie, die seit A. T. Vandermonde (1771) bekannt

war, gewinnt an Bedeutung bei der Losung von Stabilitdtsproblemen (R. von Mises /49/).

Die Rechenhilfsmittel zu dieser Zeit waren sehr bescheiden: Der Rechenschieber war seit
Patridge (1650) bekannt und wurde im letzten Jahrhundert zum “Kennzeichen” des Inge-
nieurs. Die Zeit der ersten Industrialisierung im vorigen Jahrhundert fiithrte auch zu einer
ersten fabrikméssigen Herstellung von Rechenmaschinen, mit denen die vier Grundrech-
nungsarten ausgefiihrt werden konnten. Nach K. Steinbuch / W. Weber /78/ waren jedoch
bis 1878 nur etwa 1500 Rechenmaschinen dieser serienméssigen Produktion verkauft. Es
erstaunt deshalb wenig, wenn man die Fussnote von H. Miiller-Breslau in seinem 1886
erstmals erschienenen Lehrbuch der Statik liest: ,,Die vielen Dezimalstellen sollen eine ge-
naue Nachpriifung der Rechnung ... erméglichen. Verfasser benutzt die Rechenmaschine
Millionér, die gestattet, zwei 10-stellige Zahlen mit 10 Kurbeldrehungen zu multiplizie-
ren. Das Rechnen mit grossen Zahlen bereitet dann keine sonderliche Arbeit® (/53/, Seite
424). Was H.iiiller-Breslau als , keine sonderliche Arbeit“ qualifiziert, erscheint uns heu-
te undenkbar - trotzdem, die Rechenleistung in Ingenieurbiiros war noch lange Zeit von
Rechenschieber und mechanischer Rechenmaschine abhingig: In einer Zeit, in der das
Prinzip des ,Rechenautomaten® schon lange bekannt war (C. Babbage, 1823; vgl. auch
geschichtliche Entwicklung /78/), und als in den USA von 1939 bis 1944 die erste fiir
umfangreiche wissenschaftliche Rechnungen brauchbare ,,Grossrechenanlage in Betrieb
genommen wurde (MARK I. Harvard University), standen dem Ingenieur noch bis 1961
meist nur der Rechenschieber oder eine mechanisch oder elektrisch betriebene Rechenma-
schine zur Verfiigung. Mit der Einfiihrung elektronischer Tischrechenmaschinen im Jahre
1961 wurden diese Hilfsmittel allméhlich verdringt und haben heute den programmier-

baren Taschenrechnern Platz gemacht.
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Im Hinblick auf die kargen Hilfsmittel erscheint es versténdlich, dass sich die Forschung in
der Baustatik lange Jahre auf die problemorientierte Formulierung und Losung spezieller

Aufgaben konzentrierte.

Einen grosseren Einfluss auf die praktische Statik hatten zweifelsohne die Arbeiten von H.
Cross (/13/, 1930) und von G. Kani (/33/, 1949). Die gemeinsame Grundlage der Verfah-
ren von Cross und Kani ist die iterative Losung der Elastizitétsgleichungen. Ein gemein-
sames Merkmal ist die Anschaulichkeit des Losungsweges. Es werden Biegemomente auf
Knoten ,fortgeleitet” oder ,verteilt* und zwar anhand von skizzenhaften Darstellungen
des statischen Systemes. Die Vernachlidssigungen werden so gewihlt, dass die zugrunde-
liegenden Iterationsverfahren geniigend schnell konvergieren und damit die Berechnungen
mit Rechenschiebern oder mit einfachen Rechenmaschinen durchgefiihrt werden kénnen.
Gerade diese letzte Forderung wurde jedoch durch die Entwicklung neuer Bauweisen im-
mer héaufiger verletzt. Als ,Rekord hinsichtlich der Anzahl der Unbekannten“ erwahnte
G. Worch /92/ in seinem Beitrag im Betonkalender 1960 den Entwurf fiir die Kuppel des
Miinchner Hauptbahnhofes. Hierbei handelte es sich um eine Rippenkuppel (Abbildung
1.1 (a)) mit 16 Bindern und 7 Ringen (112 Knotenpunkte). Durch Ausnutzung der Sym-
metrie konnte die Anzahl der Unbekannten von 672 auf die Hélfte reduziert werden. Es
erscheint uns heute ratselhaft, wie man damals derartige Gleichungssysteme gelost hat.
,Rekorde® wie dieser zeigen jedoch, dass in der Baustatik programmierbare Rechenma-
schinen dringend benétigt wurden. Die erste Generation der Computer setzte sich aber
erst im Jahre 1953 durch: Zu dieser Zeit wurden weltweit nur etwa 15 Grossrechenanlagen
gezahlt; 1968 sind es schon etwa 30000 und 1977 hat sich die Anzahl auf 300000 (/5/,
Seite 3) verzehnfacht.

Der Wert des neuen Hilfsmittels wurde sofort erkannt und zwar zusammen mit der Not-

wendigkeit einer Neuformulierung der Statik.

Eine erste umfassende Darstellung gibt J. H. Argyris (/1/, 1957) mit seiner Arbeit ,Die
Matrizentheorie der Statik“. Die computerorientierten Berechnungsverfahren, die ,, Metho-
de der Finiten Elemente“, zu deren Begriindern Argyris zéhlt, sind heute aus der Statik
und Dynamik nicht mehr wegzudenken. In seinem Beitrag ,,A Look into the Future - How
Computers will influence Engineering® weisen J. H. Argyris und P. C. Patton (/2/, 1967)
auf die neuen Moglichkeiten der Berechnungen hin, die sich durch den Einsatz von Com-
putern ergeben: . Since these assumptions and linearizations date from an era in which
the tools of analysis were pencil and paper, we should be willing to leave them behind
and make less conservative assumptions more suited to our modern tool, the computer,

our burgeoning research colleague®.

Die Moglichkeiten, die sich durch den Computer bieten, werden von Ingenieuren genutzt
und zwar sowohl in der Praxis als auch in der Forschung. Programmsysteme wurden
entwickelt, und der ,,Rekord* des Miinchner Hauptbahnhofes konnte heute im Sekunden-

bereich der Central — Processing — Units (Rechnerkernzeit) gemessen werden. Nach einer
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Darstellung von W. Wurmnest (/93/, Abbildung 1.1 (b)) wiirde ein System mit 336 Frei-
heitsgraden etwa 190 CPU-Sekunden und einen Personalaufwand von etwa 20 Studenten
fiir die Datenvorbereitung und Auswertung erfordern. Auf einem PC mit 300 MHz Takt-
frequenz benotigt die Berechnung mit dem Programmsystem B&B 0,66 Sekunden, wovon

nur 0,11 Sekunden auf das Losen des Gleichungssystems entfallen.

(a) Rippenkuppel (b)
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Abbildung 1.1: Rechenzeitbedarf und Personalaufwand bei der Losung statischer Aufga-
ben mit Rechenanlagen

Eine Abschétzung des Zeitaufwandes bei einer Berechnung desselben Systems mit einer
elektrischen Rechenmaschine ist nur grob moglich. Fiir eine Iteration wiirde man unter
giinstigen Annahmen etwa 50 bis 70 Stunden Arbeitszeit benotigen und die Anzahl der
erforderlichen Iterationen fiir jeden Lastfall ware mit Sicherheit grofier als 50.
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1.2 Allgemeine Grundlagen und Zielsetzung

Aus den bisherigen Ausfithrungen wird deutlich, dads die allgemeinen Grundlagen einer
»,Matrizentheorie der Statik“ sich inhaltlich nicht von der , klassischen* Statik unterschei-
den. Die Grundkenntnisse der Mechanik, wie sie {iblicherweise in den Studiengédngen der
Ingenieurwissenschaften vermittelt werden, sind deshalb auch fiir das Verstédndnis der Ma-
trizenmethoden unabdingbare Voraussetzungen; dasselbe gilt fiir die Grundkenntnisse der
Mathematik.

Kenntnisse der Programmierung tragen an einigen Stellen zum besseren Verstdndnis von

Flussdiagrammen bei und erleichtern die Bearbeitung der Ubungsaufgaben wesentlich.

Die Zielsetzung der Matrizenmethoden ist eine systematische und problemorientierte For-
mulierung und Losung baustatischer Aufgaben. Hierbei kénnen viele spezielle Losungsver-
fahren, die eine Abschiitzung als Uberpriifung der Richtigkeit umfangreicher Berechnun-
gen ermoglichen, nicht behandelt werden. Dies darf nicht zu dem Fehlschluss fiihren, dass
die Verfasser die Kenntnis dieser Verfahren fiir unnétig erachten. Uberschlagsberechnun-
gen sind auch im Zeitalter der dritten Generation von Computern noch genauso wichtig
fiir die Dimensionierung von Tragwerken, wie sie es zu Zeiten des Rechenschiebers und
der ,Kurbelmaschine“ waren. Wir setzen jedoch voraus, dass der Leser diese Verfahren
aus den Einfiithrungsveranstaltungen ,,Baustatik® kennt und bemiihen uns, eine schwer-

punktmaéssige Verbindung mit den Matrizenmethoden herzustellen.

Durch die Ausfithrungen im vorhergehenden Abschnitt wird deutlich, dass die ,, Matrizen-
theorie* nicht nur viele Naherungsverfahren der Baustatik abgelost hat, sondern zugleich
auch den Anfang bildet fiir die ,,Methode der Finiten Elemente“. An vielen Stellen haben
wir deshalb die natiirlichen Zusammenhénge herausgestellt, so dass beim Studium der

Methode der Finiten Elemente darauf zuriickgegriffen werden kann.

Im Hinblick auf die praktische Anwendung haben wir den Stoffumfang so gewéhlt, dass
ein griindliches Verstdndnis fiir die heute iiblichen Methoden der Baustatik vermittelt

wird.

1.3 Allgemeine Annahmen

Die traditionelle Darstellung der Baustatik beginnt mit einer Beschrinkung auf die lineare
Statik deformierbarer Korper. Wir behalten diese Betrachtungsweise bei und setzen voraus,
dass die Verschiebungen aller Punkte eines Tragwerkes sowie die Relativverformungen
(Verzerrungen und Dehnungen) aller Punkte so klein sind, dass wir alle auf das Tragwerk
etnwirkenden dusseren Krdfte und alle auf Teile des Tragwerkes einwirkenden inneren

Krifte am unverformten Tragwerk ansetzen kinnen ( kleine Verformungen*).

Diese Voraussetzung gilt bis zu Kapitel 12. Desweiteren gehen wir von den iiblichen An-
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nahmen der Balkentheorie aus, die wir hier zusammenfassend aufzéhlen:

(a) die Stabwerke sind linear elastisch,

(b) der Werkstoff ist homogen und isotrop,

(c) die Stabachsen sind abschnittsweise gerade,

(d) die geraden Stababschnitte besitzen konstanten Querschnitt,

(e) die Querschnittsachsen sind Hauptachsen und die Stabachse liegt im Schubmittel-
punkt des Querschnittes.

Die Annahmen (c) bis (e) beziehen sich nur auf die Einzelstéibe des Stabwerkes; eine
Erweiterung fiir Stdbe mit verdnderlichem Querschnitt, fiir besondere Querschnittsformen
und auch fiir die Beriicksichtigung von Verwolbungseinfliissen (Waélbkrafttorsion) ist unter

Beriicksichtigung der relevanten Erweiterungen der Balkentheorie moglich /72/.

In den Kapiteln 12 und 13 verlassen wir die lineare Statik und geben eine Einfiihrung in
die Losungsverfahren fiir Stabilitdtsprobleme und geometrisch nichlineare Verformungs-

probleme von Stabwerken.

Die Stabilitdtsprobleme werden aus der linearisierten Differentialgleichung der Biegelinie
abgeleitet. Dieselbe Linearisierung wird auch fiir die approximative Losung der nichtli-

nearen Verformungsprobleme vorausgesetzt.

Die Beschrankung auf ebene Stabwerke in den Kapiteln 12 und 13 erfolgt deshalb, weil
eine Stabilitdtsuntersuchung raumlicher Stabwerke ohne eine genauere Erfassung der
Verwolbung nur von geringer praktischer Bedeutung wére. Die Losungsverfahren sind je-
doch auch hier von allgemeiner Giiltigkeit, und eine Erweiterung auf rdumliche Stabwerke
bediirfte nur einer Ergdnzung durch rdumliche Stabelemente mit genauerer Beschreibung

des Torsionsverhaltens.

Beziiglich der dufleren auf das Tragwerk einwirkenden Kréfte gehen wir von der iiblichen
Idealisierung aus, die unter dem Begriff , quasi-statische Belastung“ zusammengefaf3t wird:

Belastungsdnderungen erfolgen so langsam, dafS dadurch keine Trdgheitskrifte entstehen.

Bewegliche Lasten, wie sie z.B. im Briickenbau auftreten, konnen - ggf. mit einem Las-
terhohungsfaktor gem,,4 DIN 1055 multipliziert - wie quasi-statische Lasten betrachtet

werden.

1.4 Hinweise zur Bearbeitung der Ubungsaufgaben

Die Bearbeitung von Ubungsaufgaben erscheint in der Baustatik unerlifllich zu sein; dies

gilt fiir die klassischen Losungsmethoden und fiir die Matrizenmethoden gleichermaflen.
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Wiéhrend jedoch im erstgenannten Fall die heute allgemein verfiigharen Taschenrechner
ausreichen, ist fiir die Losung von Aufgaben mit den Matrizenmethoden ein programmier-
barer Taschenrechner oder ein PC unbedingt erforderlich. Die Losung von Problemen mit
einem PC setzt ein Benutzerprogramm voraus, das die gewiinschten Matrizenoperationen
ausfiihrt.

Die Ubungsaufgaben in diesem Skriptum koénnen deshalb nur dann auf sinnvolle Weise
gelost werden, wenn ein solches Benutzerprogramm zur Verfiigung steht. Benutzerpro-
gramme sind heute leicht erhéltlich und einfach zu handhaben.

Die Verfasser empfehlen fiir die Bearbeitung das Programm SMIS (Symbolic Matrix
Interpretative System, /89/) oder die Weiterentwicklung MISS-SMIS /37/.

Fiir Anwendungen mit groflerem Umfang wird auf Programmsysteme mit erweitertem
Leistungsumfang verwiesen. Sie sind heute allgemein erhéltlich (/31/, /6/) und gehoren
zur Grundausstattung von Ingenieurbiiros, die baustatische Aufgaben losen. Fiir diese
Programmsysteme ist ein sorgfiltiges Studium der Benutzerhandbiicher erforderlich, das

jedoch durch die Kenntnis der Matrizentheorie erheblich erleichtert wird.



Kapitel 2

Stabwerke - System und

Elementeinteilung

Tragwerke werden entsprechend ihrer Tragwirkung in drei Klassen eingeteilt:

— Kontinua mit rdumlicher Tragwirkung,
— Flachentragwerke mit flichenhafter Tragwirkung,

— Stabwerke mit linienhafter Tragwirkung.

Beispiele sind in Abbildung 2.1 dargestellt. In den folgenden Kapiteln wird nur die Be-

rechnung von Stabwerken behandelt.

Abbildung 2.1: Beispiele zur Einteilung nach Tragwirkung

2.1 Awufbau und Tragwirkung der Stabwerke

Die Elemente eines Stabwerkes sind gerade oder gekriimmte Stébe. Jeder Stab besitzt zwei
Stabenden, in welchen er mit anderen Stében des Stabwerkes verkniipft werden kann. Die
Stabendpunkte der Stdbe werden als Knoten bezeichnet. Die meisten in der Praxis aus-
gefithrten Stabwerke konnen durch gerade Stdbe beschrieben werden. Aus diesem Grunde

erfolgt hier eine Beschrankung auf Stabwerke mit geraden Stdben. Die Berechnung von

10
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Stabwerken, die nur in den Knoten durch Kréifte oder Momente belastbar sind, 148t sich
besonders einfach darstellen. Deshalb wird hier zunédchst vorausgesetzt, dass das Stab-
werk nur durch solche Einzelwirkungen in den Knoten belastet ist. Diese Einschrinkung
erfiillt die Erfordernisse der Praxis in vielen Féllen nicht; sie wird deshalb an spéterer
Stelle (Kapitel 7) wieder aufgehoben. Stabwerke werden nach der Anordnung der Knoten,
nach der Art der Belastung und nach der konstruktiven Ausbildung der Knoten in eine
Vielzahl von Typen eingeteilt. Aufgrund der Anordnung der Knoten unterscheidet man
rdaumliche und ebene Stabwerke (Abbildung 2.1).

—» auflere Krafte, Freiheitsgrade
der Verschiebung

—s» Juf3ere Momente, Freiheitsgrade
der Verdrehung

W4l L7 \ /1]

[ L L7 \ /] L7\

A

N7/ 727 7] x
7 A4
A
Ztiy
X

raumliches Fachwerk ebenes Fachwerk

Y

ﬁ - ine AN

z
%%\\ e N )
TR R R A T
raumliches Stabtragwerk ebenes Stabtragwerk
"
S AN
y X
zm
ebenes Stabtragwerk mit Gelenken Tragerrost

Abbildung 2.2: Beispiele fiir Stabwerke

Bei ebenen Stabtragwerken wird davon ausgegangen, dass die Knoten in einer Ebene lie-
gen und die dusseren Krifte in derselben Ebene wirken. Aussere Momente bewirken bei
ebenen Stabtragwerken eine Verdrehung in derselben Ebene, der Momentenvektor steht
jedoch senkrecht zu dieser Ebene. Stabtragwerke, deren Knotenpunkte in einer Ebene lie-

gen und die durch Kréfte senkrecht zu dieser Ebene belastet werden, bezeichnet man als
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Tragerroste. In der Ebene des Tréagerrostes konnen in jedem Knotenpunkt zusétzlich zwei
linear unabhéngige Momentenvektoren als Belastung vorgegeben sein. Stabwerke mit frei
drehbaren Knoten (ideale Gelenke) bezeichnet man als Fachwerke und unterscheidet zwi-
schen rdumlichen Fachwerken (Fachwerke im Raum) und ebenen Fachwerken (Fachwerke

in der Ebene). Die Knoten von Fachwerken kénnen nur durch Kréfte belastet werden.

Fiir die Darstellung der konstruktiven Ausbildung von Gelenkknoten mit Kréftezwischen-

bedingungen verwendet man in der Ebene eine sinnvolle Symbolik (Abbildung 2.1).

Normalkraftgelenk Querkraftgelenk Momentengelenk

L

Abbildung 2.3: Gelenke in der Ebene

Stabwerke miissen iiber einen oder mehrere Knotenpunkte mit dem als starr betrachteten
Baugrund verbunden werden. In diesen Lagerpunkten werden einzelne Verschiebungen
oder Verdrehungen vorgegeben, und in den Richtungen der vorgegebenen Verformungen
wirken Krifte, die sogenannten Lagerreaktionen, auf den Baugrund. Fiir die Darstellung
der Lagerung in der Ebene wihlt man eine sinnvolle Symbolik (Abbildung 2.1). Bei einer
Lagerung iiber elastische Federn werden die Federn als spezielle Elemente des Stabwerks
betrachtet. Man unterscheidet zwischen Dreh- und Senkfedern und bezeichnet sie als Fe-

derelemente.
y X
o
G o i s I &
Einspannung Gelenklager  verschiebliche Lager &Senkfeder Orehfeder

Abbildung 2.4: Symbolische Darstellung von Lagern in der Ebene mit positiv wirkenden

Lagerreaktionen

2.2 Koordination der Knotenpunkte und Ver-

kniipfung der Elemente

Wir beschreiben jedes Stabwerk in einem rechtsdrehenden, kartesischen Koordinatensys-

tem. Der Ursprung des Koordinatensystems wird willkiirlich festgelegt (Abbildung 2.1).
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Die Koordinaten der Knotenpunkte werden aus den Abmessungen des Stabwerkes be-
rechnet. Man bezeichnet das Koordinatensystem als globales Koordinatensystem mit den

Achsen z, y und z.

Die Elemente des Stabwerkes werden in einem rechtsdrehenden, kartesischen Koordina-
tionssystem beschrieben, dem lokalen Koordinatensystem z, y, z. Jedes Element hat ein
elementbezogenes lokales Koordinatensystem mit dem Koordinatenursprung in einem der
Stabenden. Die z-Achse fillt mit der Stabachse zusammen, y und z sind die Hauptachsen

der Flachentragheitsmomente der Stabquerschnitte.

Das Stabelement in lokalen Koordinaten ist die Grundlage der systematischen Berech-
nung; es kann bausteinartig zu dem zu berechnenden Stabwerk zusammengefiigt werden,
die Eigenschaften der Einzelelemente konnen katalogartig beschrieben werden (Anhang A
3). Die einzelnen Elemente werden iiber Koordinatentransformationen zum Gesamtsystem

verkniipft.

In der iiblichen praktischen Anwendung steht jedoch das Gesamtsystem mit seinen vor-
gegebenen Abmessungen und Werkstoffangaben am Anfang der Berechnung. Ausgehend
hiervon erfolgt als erster Schritt eine Einteilung in Elemente und Knoten. Die Elemente
und Knoten werden fortlaufend von 1 beginnend numeriert. Die Knotenpunkte werden
durch die Koordinaten in einem frei gewéhlten, globalen Koordinatensystem beschrie-
ben. In der Koordinatentafel ordnet man den Knotennummern in aufsteigender Folge
ihre Koordinaten z, y, z zu. Die Verkniipfungsdaten der Elemente werden in einer Ver-
kniipfungstafel (Inzidenztafel) aufgestellt: Den Elementnummern werden in aufsteigender
Folge die beiden Nummern der Knotenpunkte des betrachteten Elementes zugeordnet.
Der Knoten mit der kleineren Knotennummer wird als ,linker“ Knoten bezeichnet. Der
Koordinatenursprung des lokalen Koordinatensystems z, y, z wird in den linken Kno-
ten gelegt. Damit erhalten alle Elemente eine Orientierung von links (1) nach rechts (r).
In der Darstellung werden die Elementnummern durch Kreise von den Knotennummern

unterschieden.

Beispiel 2.1:
Fiir das in Abbildung 2.2 dargestellte ebene Stabtragwerk werden die Koordinatentafel
und die Verkniipfungstafel aufgestellt.
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Koordinatentafel

Abbildung 2.5: Ebenes Stabtragwerk mit Koordinaten- und Verkniipfungstafel
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Aufgaben:

2.1 Fiir das dargestellte Fachwerk ist eine Numerierung der Knoten und Elemente vorzu-
nehmen. Fiir das festgelegte globale Koordinatensystem sollen die Koordinatentafel
und die Verkniipfungstafel aufgestellt werden.

L5 A T
Z¢ 3m

i

3m | 3m|[3m | 3m | 3m | 3m|3m| 3m | 3m | 3m

2.2 Fiir die dargestellten Stabtragwerke ist eine sinnvolle Numerierung der Knoten

und Elemente festzulegen. Koordinatentafel und Verkniipfungstafel sollen aufgestellt

werden.
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Kapitel 3
Stabelemente als starre Korper

Ausgehend von einem differentiellen Element werden Gleichgewichtsaussagen fiir unter-
schiedliche Elementtypen aufgestellt. Die Abbildung von Stabwerken mit diesen Elemen-
ten bietet den Vorteil, dass alle Stabwerke, unabhéngig von ihrer Form, einheitlich be-

rechnet werden konnen.

3.1 Die Differentialgleichung des Balkens

Unter der Annahme, dass die Forménderungen eines Korpers bei einer vorhandenen Belas-
tung klein bleiben, kénnen Schnittgroflen, Lasten und Lagerreaktionen am unverformten

Korper angesetzt werden (siehe Kapitel 1.3, Allgemeine Angaben).

Definition 3.1: Schnittgrofien sind die inneren Kraftgréfen in einem Schnitt durch das

Tragwerk. Schnittgrofien sind die Resultierenden der Spannungen.

Die zur Definition innerer Kraftgrofien erforderlichen lokalen Bezugssysteme werden durch

Uberstreichung gekennzeichnet.

Aus der Mechanik /39/ sind die Differentialgleichungen des Balkens bekannt. Fiir ein
raumliches Stabelement von der Lénge dT ergeben sich fiir verteilte Belastungen (Ab-
bildung 3.1) die in (3.1) angegebenen Differentialgleichungen aus den Gleichgewichtsbe-

trachtungen.

Vereinfachend wird fiir die nachfolgenden Bezeichnungen
dN(Z) = dN,dM,(Z) = dM, usw.

gesetzt.

16
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AN dQ, dQ-
_ = —n —_— = — = —{z,
dT ’ dT Ty dz !
dM, dM
— = —My, — = Q. —my,

dzw dz (3.1)
dM, .
e
d*M, dm, . M. dm.

= —(qy; — —— un . - - —
iz ©“~ iz @ "

mdy y y y ¥ 71 1YY VY Y YLy

IR R R R R R R
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M(x] Nx) e > dx
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Z M) Vg \ X
- My(x )+ —¥ dx Q( ) dQ, dx
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dx _
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x|
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Abbildung 3.1:

Alle Einwirkungen und Schnittgréfien sind als Funktion der in Stabldngsrichtung verlau-

fenden Elementachse T gegeben.

Hierbei ist N die Normalkraft, ), und @, sind die Querkréfte, M, ist das Drill- oder

Torsionsmoment und M, und M, sind die Biegemomente.

Durch Integration erhédlt man die Schnittgroffen als Funktionen der Bezugs-

achsenkoordinate 7.

Im folgenden sollen nun die Schnittgrofien fiir verschiedene unbelastete Stabelemente mit

ihren Gleichgewichtsbeziehungen dargestellt werden.

3.2 Schnittgroflien unbelasteter Elemente

Die Schnittgréfien werden in den lokalen Koordinaten 7,7 und Zz der einzelnen Elemente
angegeben. Schnittgréfien wirken immer auf einer Bezugsachse, die Schwerachse, Haupt-
achse oder Schubmittelpunktachse ist. Fiir die Bemessung werden nicht die Schnittgréfien,
sondern Spannungen verwendet. Fiir den Verlauf der Spannungen werden weitere Annah-
men getroffen /39/.
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Die Schnittgréfien eines raumlichen Stabelementes (TYP 1) sind
N(7),Q,(T),Q.(T), M,(T), M, (T) und M,(T) (Abbildung 3.2).
Die Schnittgrofien eines ebenen Stabelementes (TYP 2) sind
N(7),Q.(7) = Q(Z) und M, (T) = M(z) (Abbildung 3.2).

TYP 1 . _
NG 27 MR

Bezugsachse

Abbildung 3.2: Stabelement (rdumlich)

TYP 2
M(x)

Bezugsachse

Abbildung 3.3: Stabelement (eben)

Die Schnittgrofien eines Trégerrostelementes (TYP 3) sind Q. (%), M,(T) und M, () (Ab-
bildung 3.2).

Die SchnittgroBe eines rdumlichen Fachwerkelementes (TYP 4) oder eines ebenen Fach-
werkelementes (TYP 5) ist N(Z) (Abbildung 3.2).

Fiir ein rdumliches Stabelement ohne Belastung erhélt man durch Integration der Glei-

chungen (3.1) folgende SchnittgroBenfunktionen:

N(T> = Cl ) Qy(f) = CQa Qz(f) = Cg,

(3.2)
Mm(f) = C4 , My(f) = C3T+ 05 und Mz(f) = —Cgf—F 06-
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TYP 3

Bezugsachse

Abbildung 3.4: Trégerrostelement
TYP 4u. b

TN

<
3

Bezugsachse

Abbildung 3.5: Fachwerkelement

Die sechs Integrationskonstanten C1,Cs,...,Cs miissen durch Randbedingungen be-
stimmt werden. Somit hat das rdumliche Stabelement sechs linear unabhéngige Schnitt-
groffen. Die Normalkraft, die Querkréfte und das Drillmoment sind konstant. Die Biege-
momente sind linear in Z. Fiir die anderen Stabelemente gelten entsprechende Schnitt-

groBenfunktionen.

3.3 Stabendkriafte

Definition 3.2: Die positiven Schnittgréfien am positiven Schnittufer (rechter Knoten) und
die negativen Schnittgréfen am negativen Schnittufer (linker Knoten) sind die Stabend-
krifte.

Die Stabendkréfte werden im Vektor SL fiir das Element @ zusammengefasst. Die Anzahl
der linear unabhingigen Komponenten von S stimmt mit der Anzahl der Integrations-
konstanten in (3.2) iiberein. Die linear unabhéngigen Stabendkréfte werden in dem Vektor

F" zusammengefasst.

Die Anzahl der Stabendkréfte und der linear unabhéngigen Stabendkrifte ist fiir die

verschiedenen Elementtypen in Tabelle 3.1 zusammengestellt.
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Tabelle 3.1: Stabendkréfte fiir verschiedene Elementtypen

Komponenten in

S F
rdumliches Stabelement 12 6
ebenes Stabelement 6 3
Tréagerrostelement 6 3
rdumliches Fachwerkelement | 6 1
ebenes Fachwerkelement 4 1

Gelenke konnen in den Knotenpunkten eines Tragwerkes oder innerhalb eines Elementes
angeordnet werden, wenn die Z-Richtung des linken Elementabschnittes mit der des rech-
ten Elementabschnittes iibereinstimmt. Bei Elementen mit Gelenken im Innern reduziert
sich die Anzahl der linear unabhéngigen Stabendkréifte um die Anzahl der Gelenkbedin-
gungen. Die Anzahl der Stabendkrifte bleibt jedoch konstant.

Mit (3.2) konnen die Gleichgewichtsbedingungen am Element O aufgestellt werden:
S =TiF (3.3)

T ist die Kriftetransformationsmatrix des Elements ©. Im folgenden sind die Berech-

nungen der Elemente von 7% am Beispiel eines ebenen Stabelementes gezeigt.

Beispiel 3.1:

Ein ebenes Stabelement hat die drei SchnittgroBen N, @ und M. In (3.2) miissen deshalb
die Konstanten C7,C3 und C5 bestimmt werden. Der Vektor der linear unabhingigen
Stabendkriifte F* besitzt drei, der Vektor der Stabendkréfte SZ sechs Komponenten. Ein
ebenes Stabelement kann auf unterschiedliche Art und Weise statisch bestimmt gelagert

werden.

Die Lagerung eines Elementes ist dann statisch bestimmt, wenn das Element unverschieb-
lich gelagert ist und die Schnittgrofien allein mit den Gleichgewichtsbedingungen ermittelt

werden konnen.

Eine Auswahl von Lagerungsarten mit den zugehorigen linear unabhéngigen Stabend-
kréiften F* ist in Abbildung 3.3 dargestellt.

Linkes und rechtes Stabende konnen vertauscht werden; daraus ergeben sich weitere
Moglichkeiten. Bei jeder Lagerung sind drei linear unabhéngige Stabendkrifte und drei
Lagerreaktionen vorhanden.

Fiir eine statisch bestimmte Lagerung kénnen unterschiedliche linear unabhéngige Sta-
bendkriifte F' angegeben werden (Abbildung 3.3 und 3.3).

Die Bedingung hierbei ist, dass der Verlauf der Schnittgrofen iiber das Element @ entspre-
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(a) Q;;, 2 ) r (c) 1 .
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Abbildung 3.6: Mogliche statisch bestimmte Lagerungen und zugehérige linear unabhéngi-

ge Stabendkrifte eines ebenen Stabelementes

-5

F N\
4 =7 -
i N o

Abbildung 3.7: Mogliche linear unabhéngige Stabendkrifte eines ebenen Stabelementes

chend (3.2) wiedergegeben wird. Fiir die in Abbildung 3.3 dargestellte Lagerung werden
beispielhaft die linear unabhéngigen Stabendkréfte in Abbildung 3.3 angeben. Durch die
paarweise angreifenden Momente F5 und F3 ergibt sich ein antimetrischer bzw. symme-
trischer Momentenverlauf, so dass sowohl die konstante Querkraftverteilung als auch die

lineare Momentenverteilung genau wiedergegeben werden.

Fiir das in Abbildung 3.3 dargestellte ebene Stabelement wird im folgenden die Kréfte-
transformationsmatrix T aufgestellt. Die Lagerreaktionen werden aus den Gleichgewichts-
bedingungen berechnet und bestimmen zusammen mit den linear unabhéngigen Stab-
endkriften F* den Vektor der Stabendkrifte SZ

S FrFa= 5,

X g
S5 /\ C=5;
FmF3=5, Lagerreaktionen
A = -Fy
Celeso LI

Abbildung 3.8: Kréftetransformation eines ebenen Stabelementes
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5, 1 0 0

S 0 -2/ 0

o2 / il

S, 0 1 -1

— Iy

S, | =11 0 0 (3.4)
_ F

S 0 2/l 0

S, 0 1 1

S T T

Die Berechnung der Kriftetransformationsmatrizen T° fiir andere Stabelemente erfolgt

analog. Die Ergebnisse sind im Anhang A3 zusammengestellt.

3.4 Drehungsmatrizen

Bisher wurden die folgenden Koordinatensysteme eingefiihrt (Abbildung 3.4):

e das globale Koordinatensystem zur Beschreibung der Lage der Knotenpunkte und

e das lokale Koordinatensystem zur Beschreibung der Stabelemente (Gleichgewicht

auf Elementebene).

Die Beschreibung des Gleichgewichtes in den Knoten kann nur in einem fiir alle im Kno-
ten anschlieBenden Elemente gemeinsamen, knotenzentrierten Koordinatensystem erfol-
gen. Im allgemeinen wird man hierfiir das globale Koordinatensystem (x, z) wéhlen. In
Sonderféllen, wie z. B. bei speziellen Randknoten, kann jedoch die Einfiihrung lokaler

Knotenkoordinatensysteme sinnvoll sein (Abbildung 3.4).
Durch die Koordinatendrehung

—i

Ly,

n

=5 (3.5)

werden die Stabendkréifte SZ vom lokalen Elementkoordinatensystem des Elementes @
auf die Knotenkoordinatensysteme in den Knoten [ und r des Elementes @ transformiert.

Die transformierten Stabendkriifte werden mit S* bezeichnet.

Die Drehungsmatrix LY, ist aus zwei Teilmatrizen aufgebaut, die in Diagonalform ange-

ordnet sind (Hyperdiagonalmatrix).

Die Matrizenelemente in (3.5) sind die bekannten Transformationsmatrizen der Koordi-

natendrehung (siehe z. B./4/); fiir ein rdumliches Stabelement erhélt man:

Ly 0 0 0

;|0 L oo

Lp = . (3.6)
0 0 L. 0
0 0 0 L
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Abbildung 3.9: Lokale und globale Koordinaten

Die Teilmatrizen L; und L' werden aus den Richtungswinkeln a;; fiir die Drehung vom lo-
kalen Elementkoordinationsystem in den Knoten [ respektive r berechnet; fiir den Knoten

[ erhalt man:

Ci1 C21 C31
T __ . .o
L= 12 ¢ C32 y Cij = COS(Oéz‘j) iy = 1,2,3 (3-7)

C13 C23 C33

Li wird entsprechend berechnet.

Die Winkel o;; sind in Abbildung 3.4 dargestellt. Ublicherweise sind die Richtungswinkel
a;; nicht bekannt. Sie miissen aus den Koordinaten der Stabelemente in einem globalen

Koordinatensystem berechnet werden.

§2\ WY

A
\\G.zz

Abbildung 3.10: Rdumliche Koordinatendrehung



24 KAPITEL 3. STABELEMENTE ALS STARRE KORPER

Fiir die Berechnung der Richtungswinkel wird angenommen, dass die Lage der (T,z)-
Ebene des lokalen Koordinatensystems bekannt ist und zwar durch die Koordinaten von
drei Punkten (Abbildung 3.4):

Wxpy,z), m(@e e, z) und (2, Ye, 2¢)

Abbildung 3.11: Koordinaten im Raum

Mit den Koordinaten der drei Punkte [, und c lassen sich die Kosinusse in (3.7) berech-

nen.

Hierzu werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

o= (@ —a)? 4+ (g — )2 + (2 — 2)?

¢ = (¥ —2)(@ —31) + (Yr — Ye) (Yr — U1) + (2 — 2) (2 — 21)
w = gz, — ) + Gz — )
uy = qyr —u) + Eye — vr)
us = q(zp —2) + 17 (2 — 2)

u = y\Ju}+ud+uj

Damit ergibt sich:

C11 = (-fUr - xl)/liS C31 = Ul/u; C21 = C13C32 — C12C33
Ci2 = (yr - yl)/li; C32 = UQ/U; C22 = C11C33 — C13C31

€13 = (Zr - Zl)/li; C33 = U3/U; C23 = C12C31 — C11C32

Fiir ein ebenes Stabelement erhilt die Drehungsmatrix eine einfachere Form. Die Kréfte-
transformation erfolgt in der (z,z)-Ebene (Abbildung 1). Das Biegemoment als Vektor

senkrecht zu dieser Ebene ist drehungsinvariant. Es gilt mit
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COS (] = COS (g = (x, — 1) /1; = cos
cos g = — oS = (2, — 1) /l; = sina

und [, = \/(xr — )%+ (2 — 2)?

L; 0 0 0

. 01 0 O

Lp=| " - (3-8)
0 0L 0
0 0 0 1

mit
) cosq; —slna
L= l l (3.9)

sinog  cos o

(L! entsprechend)

S;3 =S3

S2 ¥

Abbildung 3.12: Ebene Koordinatendrehung

Fiir alle Drehungsmatrizen gilt die wichtige Eigenschaft, dass die Transponierte gleich der

Inversen ist:
(Lp)" = (Lp)™ (3.10)

Die lokalen Elementgleichgewichtsbedingungen (3.3) kénnen mit (3.5) auf die knotenzen-

trierten Koordinatensysteme transformiert werden; es gilt:

L,T'F' =5 (3.11)
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Zur Abkiirzung der Schreibweise setzen wir

a' = (L T%)T
und erhalten damit fiir (3.11):

(a)TF = 5" (3.12)
Fiir den Fall, dass die Knotenkoordinationssysteme in [ und in r mit den globalen Ko-

ordinaten gleichgerichtet sind, sind die Elementmatrizen in allgemeiner Form im Anhang

A3 angegeben.

Die Matrix (a')” wird als Gleichgewichtsmatrix des Elementes in globalen Koordinaten
bezeichnet. Die Transponierte wird aus formalen Griinden eingefiihrt. Eine Zusammen-

fassung fiir die hier betrachteten Elemente ist im Anhang A3 angegeben.
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Aufgaben
1. Wahlen Sie fiir ein ebenes Fachwerkelement und ein ebenes Stabelement mit Mo-

mentengelenk eine statisch bestimmte Lagerung und leiten Sie die Transformations-

matrizen T, L', und (a’)” her. Vergleichen Sie die Ergebnisse mit Anhang A3.

2. Leiten Sie fiir das Stabelement mit Querkraftgelenk im Innern die Matrizen T, L',

und (a’)” her. Eine mégliche statisch bestimmte Lagerung ist angegeben.

statisch bestimmte Lagerung

F2

\\\F1
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Leiten Sie die Transformationsmatrizen fiir ein ebenes Kreiselement her. Als statisch

bestimmte Lagerung nehmen Sie eine Einspannung am linken Elementende an.




Kapitel 4
Gleichgewicht von Stabwerken

Durch die Festlegung auf die grundlegenden Elementtypen und die knotenzentrierten Ko-
ordinatensysteme ist der Weg zur Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen vorge-
zeichnet. Wir betrachten nur Stabwerke, die aus den in Kapitel 3 festgelegten Elementty-

pen aufgebaut sind und nehmen an, dass die Elementsgleichgewichtsbedingungen

in den knotenzentrierten Koordinatensystemen des linken und rechten Knotens (Element

i) bekannt sind. Das Prinzip der Berechnung 1a8it sich damit einfach darstellen.

4.1 Grundlagen

Eine wesentliche Grundlage ist das Schnittprinzip: Wir denken uns die einzelnen Elemente
des Stabwerks herausgeschnitten. Fiir die Wechselwirkung zwischen Element und Knoten
gilt das Gegenwirkungsprinzip: actio = reactio; die Stabendkrifte in einem durch einen
Schnitt freigelegten Stabende sind den auf den Knoten wirkenden Kréften entgegenge-
richtet und dem Betrage nach gleich gro8 (Abbildung 4.1)
y X
?—»

z Schnitt T ‘ Lasten

Abbildung 4.1: Erlauterung zum Schnittprinzip

29
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Fiir ein Tragwerk gelten zusammengefasst folgende Gleichgewichtsaussagen:

Satz 4.1: ein Stabwerk ist nur dann im Gleichgewicht, wenn

e die Lasten mit den Lagerreaktion im Gleichgewicht sind,
e jedes Stabelement im Gleichgewicht ist,

e an allen Knoten, die man sich durch Knotenschnitte freigelegt denkt, Gleichgewicht

zwischen den Knotenlasten und den Knotenkréaften herrscht.

Die Knotenkréfte im Knoten i sind die Summe der Stabendkréfte (reactio) aller am Kno-

ten 7 angeschlossenen Stabelemente.

4.2 Gleichgewichtsbedingungen

Mit Bezug auf die Randbedingungen bezeichnen wir ein Stabwerk als unverschieblich,
wenn alle Starrkorperverschiebungen verhindert sind:

in einem ebenen Stabwerk gibt es drei unabhéngige Starrkorperverschiebungen, zwei
Translationen in der Ebene und eine Rotation in der Ebene; mindestens diese Starrkorper-
verschiebungen miissen in einem unverschieblichen ebenen Stabwerk vorgegeben sein. In
einem unverschieblichen rdumlichen Stabwerk miissen mindestens drei linear unabhéngige
Translationen und drei linear unabhéngige Rotationen vorgegeben sein.

Fiir die Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen nehmen wir an, dass die vorgege-
benen Verschiebungen bzw. Verdrehungen Null sind; vorgegebene Lagerverschiebungen

ungleich Null werden an spéterer Stelle ausfiihrlich behandelt.

Die Uberpriifung, ob durch die vorgegebenen Lagerungsbedingungen tatsichlich alle
Starrkérperverschiebungen verhindert werden, ist im allgemeinen nur durch die Uber-
priifung der linearen Unabhingigkeit der Gleichgewichtsbedingungen méglich; wir zeigen

deshalb zunéchst, wie diese Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt werden.

Die Gleichgewichtsbedingungen in den durch Knotenschnitte freigelegten Knoten wer-
den im globalen oder einem lokalen knotenbezogenen Koordinatensystem aufgestellt. Alle

Knoten eines Stabwerkes konnen durch duflere Kréafte beansprucht werden

e die inneren Knoten durch die Belastung,
e die Randknoten durch die Lagerreaktionen.
Lagerreaktionen werden also zu den dufleren Kriften gezéhlt (Abbildung 4.2).

Definition 4.1: Lagerreaktionen im Knoten i sind positiv in Richtung der positiven Achsen

des Koordinatensystems im Knoten 1.
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ebenes ebenes
Stabwerk Fachwerk Trdgerrost

X Pt
i*q[j» K 75‘;ﬁ4

|

rdumliches Fachwerk rdumliches Stabwerk
Y‘/l\\x g;
z - . - ~a
! “ )~

Abbildung 4.2: Positive Lagerreaktionen unverschieblicher Lager

Lagerreaktionen sind damit unbekannte duflere Kréfte, die in den Knoten in Richtung der

Verschiebungskomponenten auftreten, welche vorgegeben sind.

In Richtung der freien Verschiebungskomponenten kénnen Knotenlasten vorgegeben wer-

den.

Zur Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen numerieren wir alle in den Knoten an-
greifenden Krafte und Momente; der Kopfzeiger kennzeichnet die Knotenummer, der Fuf3-
zeiger die Belastungskomponente, die Lasten werden mit R bezeichnet, die Lagerreaktion
mit R. Die Anzahl der Belastungskomponenten im Knoten k sei di. Fiir das Stabwerk

konnen somit
p
k=1

Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt werden.

Fiir den Knoten k eines Rahmens (Abbildung 4.2) erhilt man die folgenden Gleichge-

wichtsbedingungen:
Gleichgewicht:

sh + s, + s] = RF
sh + sh + s, = RE

s§ + s + 0 = Rj
Der Knotennumerierung folgend werden alle Komponenten der Knotenlasten in einem

Knotenlastenvektor R zusammengefasst:

Der Elementnumerierung folgend werden alle Komponenten der Stabendkréfte in einem
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<
x
N-—

e
R gh S
A Sp
sh 5!

\sTh/ 52 KSJ

2 1

i

Sgﬁ—sq 52 \@

®

Abbildung 4.3: Gleichgewicht am Knoten

Ry
}innere Knoten
/ RQ
R=| (4.3)
:~ }Lager
Ry
Stabendkraftvektor S zusammengefasst; fiir ¢ Elemente erhélt man:
Sh - 5 7
S o2
I
- Sm/ - ) - )
q
mit m’ = Zd; (4.5)
i=1
Die Gleichgewichtsbedingungen des Gesamtsystems ergeben sich damit zu
oS =R (4.6)

mit c’,

~n!xm/’
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Die Komponenten von C’ erhiilt man zeilenweise wie folgt:

Ci; =1, wenn S; einen Beitrag zu dem Gleichgewicht in,
Richtung von R} leistet

Ci; =0, wenn S; am Gleichgewicht in Richtung von R;.
nicht beteiligt ist

C" ist eine (0, 1)-Matrix; wir bezeichnen sie als Verkniipfungs- oder Inzidenzmatrix des
Stabwerkes. Die systematische Besetzung von C” erfolgt ausgehend von der Verkniipfungs-
tafel (Kapitel 2).

Gleichung (4.6) ist in Abbildung 4.2 symbolisch dargestellt.

Abbildung 4.4: Vollstéandige Gleichgewichtsbedingungen

In Reihenfolge der Elementnumerierung wird der Vektor der linear unabhéingigen Sta-
bendkrifte eingefiihrt:

Pl
r
Fy 2
Fq

- Fm - ) N )

Analog zu (?7) gilt fiir das Gesamttragwerk mit diag{(a’)”} als Hyperdiagonalmatrix
(Anhang A1)

S = diag{(a')"} F. (4.8)
Durch Einsetzen in (4.6) erhilt man
C'diag{(a")"}F =R’ (4.9)

Zur Abkiirzung der Schreibweise setzen wir
(a)" = C'diag{(a’)"}. (4.10)
und erhalten damit fir (4.6)

(d)Y'F=R. (4.11)

Es ist dies die vollstdndige Gleichgewichtsbedingung des Gesamttragwerkes.

Zur niheren Erlduterung wird dieses Gleichungssystem fiir das in Abbildung 4.6 darge-
stellte Stabtragwerk aufgestellt.
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Y ©—»x 2
AV
; @ @ Zm
1 0 3
©) ® Bm
4 5 R
7777 7777 N
1 1
=4 ~5
REY ., R3Y
\_JRB \JRB
L 75bm | 7bm |
7 7 7
Abbildung 4.5:
Element | Knoten Knoten | Koordinaten
1| r X [m] z
D |1]| 4 1 0 2
@ 1] 2 2 7.5 0
Q@ |2 3 3 15 2
@ |1| 3 4 0 8
® 3] 5 5 15 8

Abbildung 4.6: Rahmen in der Ebene mit Verkniipfungstafel

Beispiel 4.1:

Vollsténdige Gleichgewichtsbedingungen nach (4.4):

R=C" S

Die Elementgleichgewichtsmatrizen (a’)” werden dem Elementkatalog (Anhang A3) ent-
nommen. Im Elementkatalog stehen zwei ebene Stabelemente zur Auswahl. Wir wihlen
das Stabelement Typ b und erhalten mit

cosa = (x, —x;)/l; und sina = (z — z)/l;



4.2. GLEICHGEWICHTSBEDINGUNGEN 35

S|
_ _|sz
— 1_ | | | | 1
R | 1 I ! I ! Sy
1R3[4 B | | |1 | s,
R} 1 1] [4 | BEE i sg
=2 [~ T T e T T T T T -1 |
R} ! 1| | 11 ! ! Sq
2 |R2 | 1|11 | | 52
R2 i RE i i 52
m T e e e o S o i o I It o T o o B o o et I
RS ! ! 1 || 1 | 11 S
3 |R3 | | 1| 1 1| 11 :
R3 i i 1] 1| |1 S
e T e o e o B B R B A ot I
R Nl | | | St
4 |RS 1| | | | | 5é
Rl T i | | 5
I e B o e o B o o o o o o S B et ot o o B O -1 | s
RS | | | T[] fs3
O | s
~g T T T T 5
A:HE | | | | s
[0]
g Eement > @ ® ® ® ® |
X S6
die folgenden Elementgleichgewichtsmatrizen
—cosa sina 0 Element | [; [m]| cosa | sina
—sina —cosa 0 @ 6 0 1
()" 0 l -1 @ | 7,76 10,966 | -0,258
Q =
cosa  —sina 0 @ | 7,76 | 0,966 | 0,258
sin o cos 0 @ 15 1 0
0 0 1 ® 6 0 1
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0 1 0 0,966 —0,258 0
10 0 0,258 —0,966 0
0 6 -1 0 7,76 —1
A'=@) "= ............ @ =
0 -1 0 0,966 0,258 0
1 0 0 0,258 0,966 0
0 0 1 0 0 1
0,966 0,258 0 | 1 0 0]
0,258 —0,966 0 0 -1 0
0 7,76 —1 0 15 -1
@ =1 (@' =1 ...
0,966 —0,258 0 1 0 0
0,258 0,966 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

Damit ergibt sich als Gleichgewichtsbedingung fiir das Gesamtsystem:

S
_ _ sz
'_1_ | 1 | ] 1
RII |4 K ! 11 | s!
1 L L) T 3 1
1R} 1 | |1 ! BE 5 s)
Rs 1 RE | HRE | Se
e B I B R o -1 ]2
RZ ! 1| ] 11 ! ! St
2 |R2 | 1|1 |1 ! | s?
RZ i i | |1 i i s2
I B e o o B B B o o o o -] |2
R} | | 1 | | 1| | 1 sZ
ENNNRARNACORANNATENL s
R3 | i 1l RE sé
T o ot A e o -1 |
R N ! ! ! S5
~ T T T T 4
‘Rz il | | | S|
~L T T T ] 5
R 1] | | | S
e et o o B e e et S el I
RS | l ! | 1 s3
iy : : a : :
5 |RS | | ! | 1 sg
=5
RS | | | | | ] |st
L S
9 Etement > (D @ ©)] ® ® S:
x
>8]

Fiir den Aufbau der Gleichgewichtsmatrix entsprechend (4.11) ist es nicht erforderlich,
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die Multiplikation (4.10) durchzufiihren. Auch (a’)T kann wie C’ direkt mit der Ver-
kniipfungstafel aufgebaut werden. Ein Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der
Gleichgewichtsmatrix (a’)” ist nur dann verschieden von Null, wenn F} einen Beitrag
zum Gleichgewicht in Richtung von R, leistet. In der Gleichgewichtsmatrix steht der Bei-
trag als Element der betreffenden Gleichgewichtsmatrix des Elementes. Bisher wurde der
Einflu} der Lagerung auf das Gleichgewicht nicht beriicksichtigt. Zwischen den Lagerre-
aktionen Bk und den Knotenlasten an inneren Knoten R* besteht jedoch ein wesentlicher
Unterschied: Die Knotenlasten R* sind bekannt, und die Lagerreaktionen Bk sind un-
bekannt. Das bedeutet, dass die Gleichungen mit den Lagerreaktionen im Lastvektor R’
keine Bestimmungsgleichungen fiir F' sind. Die Anzahl der Lagerreaktionen wird mit n,

bezeichnet.

Die letzten n, Zeilen von (a’)%, die das Gleichgewicht der Lagerpunkte beschreiben,
konnen nicht zur Bestimmung der linear unabhéngigen Stabendkréfte I verwendet wer-
den, da die Lagerreaktionen unbekannt sind. Das Gleichgewicht des Gesamtsystems ist

allein durch die Gleichgewichtsbedingungen der inneren Knoten bestimmt.
Die Anzahl der Knotenlasten R¥ wird mit n bezeichnet:
n=n"—n,.

Fiir Tragwerke mit unverschieblichen Lagern ist die Matrix der ersten n Zeilen von (a’)”
die Gleichgewichtsmatrix a” (Abbildung 4.2). Die Gleichgewichtsbedingungen eines Trag-

werkes lauten damit
o' F=R (4.12)

Eine andere Moglichkeit zur Beriicksichtigung der Lagerreaktionen besteht darin, dass
man die unbekannten Stabendkréfte F mit den unbekannten Lagerreaktionen in einem
Vektor zusammenfasst. Dieser Weg wird in der Literatur (/66/, /47/) verschiedentlich
angegeben. Da er jedoch eine groflere Gleichgewichtsmatrix als der hier beschriebene Weg
erfordert, wird er nicht weiter verfolgt.

Dem Streichen von Gleichgewichtsbedingungen fiir die unbekannten Lagerreaktionen ent-
spricht eine Linksmultiplikation von (4.8) mit einer unvollstéindigen Einheitsmatrix I,

man erhalt
I(d)'F = d'F

A

mit R =1IR |, I,.,,7n>n

und I, = 0 firalle i#j

1]

= 1 fliralle =7.
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gnxm —mx1 = =“nx1

Abbildung 4.7: Gleichgewichtsbedingungen des Tragwerkes
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Die letzten n’ — n Spalten von I sind Null.

Bei beliebiger Numerierung der Gleichgewichtsgleichungen an Lagerpunkten miissen Zwi-
schenzeilen in (a')T gestrichen werden; jede Zwischenspalte mit Nullwerten in einer un-

vollstéindigen Einheitsmatrix bewirkt die Streichung der entsprechenden Zeilen vor (a’)7,

z. B. werden durch Linksmultiplikation einer allgemeinen Matrix (a')],,, mit der Matrix
g -
10
1
Lsxg = b
1
10
_ 123456789 _
T T T

die Zeilen 3, 6 und 9 gestrichen und man erhélt

~

I(a)" = af,

Wir zeigen dies fiir den durch ein schiefes Gleitlager (Abbildung 4.2) modifizierten Rahmen
nach (Abbildung 4.6) :

@ ®

45H°

4 h

7777 /rrr/r\ X
Y 7
Z

Abbildung 4.8: Rahmen mit schiefem Gleitlager im Knoten 5

Beispiel 4.2: Schiefes Gleitlager

Zunichst wird die Elementgleichgewichtsmatrix auf das knotenzentrierte Koordinatensys-
tem im Knoten 5 (Abbildung 4.2) transformiert; durch

LD(Q5)T = (QS)T
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mit
_ 1 00 0 0 0 -
010 0 0 0
L, — 0 01 0 0 0
0 0 0 0,7071 —0,7071 0O
0 0 0 0,7071 10,7071 0
000 0 0 1
erhélt man
0 1 0 ]
—1 0 0
0 6 -1

—0,7071 —0,7071 0
0,7071 —0,7071 0
0 0 1

Da im Knoten 5 nur in 2-Richtung eine Auflagerreaktion moglich ist, ergibt sich der Vektor

der aufleren Krafte zu
(R)T = |RIRLR}, R3R3R3, RIRIR}, RiR4R), RIR3R3).

(/)T und F bleiben unveriindert.

4.3 Gelenke und Gelenkknoten

Bisher wurde davon ausgegangen, dass die Stédbe eines Stabtragwerkes immer biegesteif
miteinander verbunden sind. In Kapitel 2 wurden jedoch auch Stabtragwerke mit Gelenken

eingefiihrt.
Wir unterscheiden zwei Arten von Gelenken (vgl. Abbildung 4.3):

(a) Stabgelenke sind spezielle Stabelemente mit einer oder meh-
reren zusétzlichen Kréaftebedingungen im Innern des Stabele-
mentes, z. B. werden die Biegemomente, Querkréfte oder Nor-
malkriifte zu Null vorgegeben (bei n, Komponenten von F*
konnen hochstens n, — 1 innere Kréfte zu Null vorgegeben

werden),
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(b) Knotengelenke sind durch zusétzliche Kriftebedingungen bei

mehr als zwei Stédben in einem Knotenpunkt gekennzeichnet.

v T

Abbildung 4.9: Ausfithrungsformen allgemeiner Gelenkknoten bei ebenen Stabtragwerken

Die Erfassung von Stabgelenken erfolgt durch spezielle Stabelemente mit Gelenken im
Innern. Die zusétzlichen Kriftebedingungen werden in den entsprechenden Elementma-

trizen erfasst. Dies wird fiir ein ebenes Stabelement am nachfolgenden Beispiel gezeigt:
Beispiel 4.3: Ebenes Stabelement mit Querkraftgelenk

Ausgegangen wird von einem ebenen Stabelement mit einem Querkraftgelenk an beliebiger
Position innerhalb des Elementes. Eine statisch bestimmte Lagerung und die zugehorigen
linear unabhingigen Stabendkrifte F* sind in Abbildung 4.3 dargestellt.

DN

Abbildung 4.10: Mogliche Lagerung und linear abhéngige Stabendkréfte fiir ein ebenes
Stabelement mit Querkraftgelenk

Die Kriftetransformationsmatrix 7 und die Gleichgewichtsmatrix (a’)” ergeben sich so-

mit zu:
[ -1 0 ] i c 0 _
0 O 0 0
rio LT @y | (413)
1 0 — 0
0 O 0 0
0 1 0 1
mit ) ) ) )

c=cosa = (x, —x;)/l. (4.14)
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Durch jede Gelenkbedingung entfillt genau eine linear unabhéngige Stabendkraft und die

T

Anzahl der Spalten von (a’)" verringert sich um eins. Die Aufstellung der Gesamtgleich-

gewichtsbedingungen erfolgt in unverédnderter Form wie im Abschnitt 4.2 beschrieben.

Die Erfassung von Knotengelenken ist komplizierter und kann nur durch die Einfithrung
von mehreren Knoten am Gelenk mit Kopplung von Freiheitsgraden erfolgen. Fiir das

Knotengelenk nach Abbildung 4.3 wurden z. B. zwei Knoten k& und [ mit einem knoten-

- X
Z
©,

Abbildung 4.11: Koordinatensystem zur Erfassung von Knotengelenken

zentrierten Koordinatensystem eingefiihrt.

In Richtung von T werden fiir jeden der Knoten k£ und [ gesonderte Gleichgewichtsbe-
dingungen aufgestellt, in Z-Richtung und fiir die Rotation der Zeichenebene wird jeweils
nur eine Gleichgewichtsbedingung formuliert; dies entspricht einer Kopplung der entspre-
chenden Freiheitsgrade. Die Elemente 1 und 2 sind dadurch biegesteif in k£ angeschlossen,
Element 3 ist mit einem Momentengelenk angeschlossen und die Elemente 4 und 5 sind
biegesteif in [ angeschlossen. Die Gleichgewichtsbedingungen in z-Richtung werden in

Knoten k£ und [ jeweils getrennt formuliert.
Beispiel 4.4: Knotengelenk

Fiir das in Abbildung 4.3 dargestellte System werden die Elementgleichgewichtsmatrizen

(@)™ und die Gesamtgleichgewichtsmatrix (a’)” aufgestellt.

Abbildung 4.12: System mit Querkraftgelenk
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Die Elemente @, @ @ und @ werden als ebene Stabelemente vom Typ a gewihlt. Das

Momentengelenk in Knoten 3! wird dem Element G zugeordnet.

Fiir das Element @ wurde abweichend von Kapitel 2.2 der Knoten 6 als linker Knoten

gewahlt.

Die Elementgleichgewichtsmatrizen konnen dem Anhang A3 entnommen werden. Fiir die

Winkel der Koordinatentransformation ersetzt am Knoten 3 das Knotenkoordinatensys-

tem (Abbildung 4.3) das globale Koordinatensystem.

Knoten | Koordinaten
X VA
1 10 0
2 0 3
3 5 3
4 10 3
5 0 6
6 5 6
linker Knoten | rechter Knoten
Element | Knoten | [; [m]| cosa | sina | cosa | sina
| r
D (2] 3 5 1 0 |0,514 |-0,857
@ 3] 5 |58 0 1 |-0,857| 0,514
@ |6] 3 3 0 -1 [-0,857|-0,514
@ (3] 4 5 | 0514 [-0,857| 1 0
® 1| 3 |5831]-0,857|0,514| 0 1
[ 1 0 0 | [0 0,171
0 —-0,2 —0,2 —1 0
()7 0 1 0 @) 0 1
0,514 0,171 0,171 —0,857 —0,088
—0,857 0,103 0,103 0,514 —0,147
0 0 1] 0 0
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[0 —0,333 [ 0,514 —0,171 —0,171 |
1 0 0,857 —0,103 —0,103
0 1 0 1 0
(@) = (@) =
~0,857 0,171 1 0 0
~0,514 —0,286 0 0,2 0,2
0 0 | 0 0 1]
[ 0,857 0,088 0,088 |
~0,514 0,147 0,147
@ 0 1 0
0  —0,171 —0,171
1 0 0
0 0 1
[ 0,857 0,088 0,088
0 0 0 0 —0,514 0,147 0,147
0 1 0
-1 0 0
0 -0,2 —0,2 0 0 0 0
0 1 0
0,514 0,171 0,171 0 0,171 0,171 |—-0,857 0,171 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 |-0,514 —0,171 —0,171] 0  —0,171 —0,171
—0,857 0,103 0,103| —1 0 0 |-0,514 —0,286| 0,857 —0,103 —0,103| 1 0 0
o/ T= 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0
0 0 0 0 0,2 0,2 0
0 0 1
0 0,857 —0,088 —0, 088
0,514 —0,147 —0, 147 0 0 0
0 0 1
0  —0,333
0 0 1 0 0 0
L 0 1

@
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Der zugehorige Vektor der dufleren Krifte R lautet:

(R)T = |RIRSRS © RIR3R3 © RIYRYTRIRS © RIRIR3 : ROR3RS © RSRSRY|.

4.4 Redundanz eines Stabwerkes

Aus der Mechanik /39/ sind der Begriff der Redundanz (statischen Unbestimmtheit) und
Abzahlkriterien zur Feststellung der Redundanz bekannt. Die Redundanz eines Tragwer-

kes ergibt sich direkt aus der Ordnung n x m der Gleichgewichtsmatrix a’ (Abbildung
4.2). Es gilt:

Satz 4.3: Ein Tragwerk ist statisch bestimmt, wenn n = m und a’ nicht singuldr ist;
ein Tragwerk ist statisch unbestimmt, wenn n < m ist; ein Tragwerk ist kinematisch

verschieblich, wenn n > m ist.

Fiir n = m, d. h. wenn das Tragwerk statisch bestimmt ist, konnen wir das Gleichungs-
system a” F = R 16sen. Die Stabendkrifte und damit die SchnittgréBen kénnen allein mit

den Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden.

In der Literatur findet man oft eine Unterscheidung in duflerliche und innerliche statische
Bestimmtheit. Ein Tragwerk ist duBerlich statisch bestimmt, wenn die Lagerreaktionen
alleine mit den 3 (6) Gleichgewichtsbedingungen der Ebene (des Raumes) berechnet wer-
den konnen. Der Begriff der inneren statischen Bestimmtheit eines statisch unbestimmten
Tragwerkes sagt aus, dass eine statisch unbestimmte Lagerung vorliegt. Oft findet man
auch den Begriff der Wertigkeit eines Lagers. Unter Wertigkeit eines Lagers versteht man
die Anzahl der durch das Lager behinderten Verschiebungen.
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4.5 Schnittgroflen statisch bestimmter Stabwerke

Bei statisch bestimmten Stabwerken ist die Gleichgewichtsmatrix
a’ quadratisch und nicht singulér, d. h. es existiert die Inverse (a”)~'. Die linear un-
abhéngigen Stabendkréifte F' konnen mit dem Gaufl’schen Algorithmus (siehe Anhang A

2.1) berechnet werden.

Sind die linear unabhéngigen Stabendkréfte £ aus der Losung des linearen Gleichungs-
systems (Abbildung 4.2) bekannt, konnen die Vektoren der Stabendkrifte S in lokalen
Koordinaten elementweise mit (3.5) berechnet werden. Die Schnittgrofien ergeben sich aus
den Stabendkréften durch :

Satz 4.2: Die Schnittgrofien am rechten Stabende (r) sind die Stabendkréfte am rechten
Stabende; die Schnittgrofien am linken Stabende (1) sind die negativen Stabendkréfte am
linken Stabende (vgl. Definition 3.2).

Bei Fachwerken ist die Ermittlung der Schnittgroien einfacher. Mit (3.2) ergibt sich, dass
die Normalkraft /V in jedem Stab mit der linear unabhéngigen Stabendkraft identisch ist.

Die Transformation nach (3.3) ist somit iiberfliissig.

Bei ebenen Stabtragwerken stellt man die Schnittgréfen graphisch durch die sogenann-
ten Zustandslinien dar. Da wir vorldufig nur unbelastete Elemente betrachten, sind die
Normalkraft N und die Querkraft () in jedem Element konstant, und das Biegemoment
M ist linear veranderlich. Einen Uberblick iiber die erforderlichen Einzelschritte gibt die

folgende
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Zusammentassung der Berechnung der Schnittgréfen statisch bestimmter Stabwerke

1. Numerierung der Knoten und Elemente;
2. Aufstellen der Koordinaten- und Verkniipfungstafel;

3. Aufstellen der Elementtypen entsprechend Anhang A 3;

4. Zusammenstellung der Gleichgewichtsmatrizen (a*)”

I

5. Zusammenbau der Gleichgewichtsmatrizen der Elemente zur Gleichgewichtsmatrix

a” unter Beriicksichtigung der Randbedingungen;
6. Losung des Gleichungssystemes a’ F = R;
7. Berechnung von S —TF v
8. Umkehr der Vorzeichen am linken Stabende, bei ebenen Stabtragwerken graphische

Darstellung der Schnittgrofen.

An einem Beispiel soll nun die Ermittlung der Zustandslinien eines einfachen Rahmens

gezeigt werden.
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Beispiel 4.5: Zustandslinien

ZkN 2kN
3kN l6,5 kN 3kN

1kN F’x” @ 3 @ 4

,I|,2m,||, 4m 4|, 4 m |,

Abbildung 4.13: Rahmen

Koordinatentafel Verkniipfungstafel

Knoten | x |z Element | Knoten | [;[m] | cos a | sin av
1 014 1| z
2 00 D J1] 2 | 4 0 | -1
3 60 @ 21 3 6 1 0
4 11010 @ 3] 4 | 4 1 0
5 |10|4 @ 14 5 | 4 | 0 1

mit cosa = (z, — x7)/I;

sina = (2, — 2)/1;
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Elementgleichgewichtsmatrizen (fiir die Elemente @ | @ und @ wird Stabelement Typ-
b gewihlt):

0 -1 0 10
1 0 0 0 —0,5
0 4 —1 0o 1
(aYo'=1| ... (@' =1 ...
0 1 0 10
1 0 0 0 0,5
0 0 1| 0 2
1 0 0] 0 1 0]
0 -1 0 1 0 0
0 4 —1 0 4 —1
@ =\ ........... (@Y= ...
1 0 0 0 -1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1|

Gleichgewichtsbedingungen des gesamten 'Tragwerks

1] [ o 10]-1 o 1 [ F ]

? 3 -1 0 0|0 -0,5 0 0 F}
-2 0 0 1|0 1 F}

0 1 0 |-1 0 0 F?

i 6,5 0 0 050 -1 0 0 F?
0 | = 0o 2 [0 4 -1 F}

0 1 0 0[]0 1 0 F3

! 3 0 0 0O 1 0|-1 0 0 F3
2 0 0 1[0 4 -1 F

. 0 0 -1 0 Fy
o] [ o 0 0 0 0 1 | |F

Element: @ @ 6) @
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Fiir die Losung des Gleichungssystems verwenden wir das Matrizeninterpretationssystem

SMIS /37/. Die Eingabe ist im folgenden zusammengestellt:
LOAD F1=AT N1=11 N2=11

Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix a’.

LOAD F1=R N1=11 N2=1

Es folgen die Elemente des Vektors R.

SOLVE F1=AT F2=R

PRINT F1 =R
Es werden die linear unabhéngigen Stabendkrifte ausgegeben:

F'=[-6,5 1 —9|0 7|0 —3 2| -6 0 0.

Kriaftetransformationsmatrizen

1 0 0 1 0
0 -1 0 0 —0,5
0 4 —1 0 1
T = = ...
1 0 0 10
0 1 0 0 05
0 0 1) 0 2 |
1 0 0] 1 0 0]
0 -1 0 0 -1 0
0 4 —1 0 4 —1
= . T =1 ...
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1| 0 0 1|
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Stabendkrafte
65 | [ 5]
-1 3,
g || 5
—6,5 S,
1 S,
9 | [ S

Schnittgréfen am linken und rechten Stabenende (Dimension [kN, kNm])

[

0 5 0
~3,5 5 3
7 Sl 5| 14
0 5 0
3,5 5 -3
14 | | S, | 2|

Element @ @

N [=6s5] [m] | o
Qi 1 Qi 3,5
M, 13 M| | =T
N, 6,5 N ] o
Qr 1 Qr 3,5
M, 9 M, 14

Die Zustandslinien sind in Abbildung 4.5 graphisch dargestellt.

65

e}

O

51
5] [ 6 ] [5)]
s, 0 3,
—3 —4
S. _ 0 S
2SR ==
S: —6 S,
5. 0 5.
5, | o | [ 5|
6) @
N, 0 N, —6
Ql -3 Ql 0
M, 14 M, 0
N, 0 N, —6
Qr _3 Qr O
M, 2 M, 0
7,0
80 |©
20
®
o 14,0
130 777 A
(M) [kNm ]

Abbildung 4.14: Zustandslinien
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Aufgaben

1. Stellen Sie fiir die in Aufgabe 2.1 und 2.2 dargestellten Systeme die Gleichgewichts-
matrix a? auf. Der Grad der statischen Unbestimmtheit ist jeweils anzugeben. Fiir

die statisch bestimmten Systeme sind die Schnittgrofen zu ermitteln.

2. Stellen Sie fiir die abgebildeten Stabtragwerke die Gleichgewichtsmatrix auf.

Verwenden Sie fiir Aufgabe (a) einmal Stabelement Typ-a und einmal Typ-b.
Berechnen Sie fiir das in Aufgabe (b) dargestellte Stabwerk die SchnittgroBen.

(a)
1 @ 2
—
o ®
3 4
I
L 15m L L 5m L 5m L
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3. Stellen Sie fiir den abgebildeten Kragarm die Gleichgewichtsmatrix auf. Die
Elemente sollen einmal Tréagerrost- und einmal rdumliche Stabelemente sein. Wie
darf der Kragarm belastet werden, damit er wie ein Tragerrost berechnet werden

kann?

g 5 m L




Kapitel 5

Flexibilitatsmatrizen und
Verformungen statisch bestimmter
Stabwerke

Fiir die Berechnung der Verformungen eines Tragwerkes miissen die Materialeigenschaften
aller Elemente bekannt sein. Die Materialeigenschaften werden durch das Materialgesetz
beschrieben. Im folgenden wird ein linear-elastischer, homogener und isotroper Werkstoff

vorausgesetzt, fiir den das Hooke’sche Gesetz gilt:
c=Fe |, FE>0, (5.1)

d.h., in einem idealen, einachsigen Zugversuch sind die Spannungen o proportional zu den
Dehnungen . Der Proportionalfaktor ist der Elastizitdtsmodul E. Die Schubspannungen

7 sind mit G als Gleit- oder Schubmodul proportional zur Gleitung ~:
T=G" 7. (5.2)
Schubmodul und Elastizitdtsmodul sind iiber die Querdehnzahl ;¢ miteinander gekoppelt:
E =2G(1+ p). (5.3)

Desweiteren werden die grundlegenden Annahmen der Balkenbiegelehre und der Torsi-

onstheorie als bekannt vorausgesetzt (siche z.B. /39/).

Die Berechnung der Verformungsbeziehungen erfolgt beispielhaft auf verschiedenen Wegen
fiir zwei Stabelemente, und zwar durch Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit und

durch Integration der Differentialgleichungen der Balkentheorie.

o4
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Die Ableitung fiir andere Elementtypen ist analog; die Ergebnisse sind im Anhang C

zusammengestellt.

5.1 Verformungsgrof3en eines Stabelementes

Jeder Kraftgrofle eines Stabelementes wird eine Verformungsgroe zugeordnet, so dass das
Skalarprodukt der Kraft- und Verformungsgrofien - die Arbeit - gebildet werden kann:

Die zu KraftgroBenkomponenten korrespondierenden Komponenten der Verformungs-
grofien sind in demselben Knotenpunkt definiert und besitzen dieselbe Wirkungsrichtung.
Dies ist beispielhaft am Stabelement in Bild (5.1) skizziert.

Kraftgrofien
F
Cl at l r l 7
> F2 _J F1 FZ.J Fl

korrespondierende Verformungsgréfien
U3

G Lo

Abbildung 5.1: Verformungsgréfien eines ebenen Stabelementes

Die Verformungsgroflen werden wie folgt bezeichnet:

.

v linear unabhéingige Elementverformungen
a Stabendverformungen in lokalen Koordinaten
u' Stabendverformungen in globalen Koordinaten

Im Gesamttragwerk entsprechen den Verformungsgrofien v, v und u die Kraftgrofien F,
S und S.

Zwischen den linear unabhingigen Stabendkriften £* und den zugehérigen Verformungen

v’ besteht aufgrund des Hooke’schen Gesetzes eine umkehrbar eindeutige Zuordnung:

vt = f'F. (5.4)

Die Flexibilitdtsmatrix f ist eine quadratische, nichtsingulidre Matrix, deren Kantenldnge

der Dimension von F* entspricht.
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Die Berechnung der Komponenten von f wird zunéchst auf der Grundlage des Prinzips
der virtuellen Arbeit /39/ dargestellt. Fiir die j-te Zeile von (5.4) erhélt man:

vi= fuFi 4 fLFi+ ..+ fi FL (5.5)

Hierbei ist n die Dimension von F". ;k ist die j-te Verformungskomponente von vj- fiir

eine Einheitsbelastung
Fi=1 und Fi=0 fiir alle j # k.

Die Stabendkrifte F' werden dabei als duBere Krifte betrachtet, die ein Gleichgewichts-
system bilden (Kapitel ??). Das Prinzip der virtuellen Arbeit kann wie folgt angewendet
werden: Die Arbeit einer gedachten Belastung (virtuellen Kraft) ]3,2, = 1 an der Verfor-
mung f;k ist gleich der im Element gespeicherten virtuellen Forméanderungsarbeit W]’

Damit gilt

LR = W= fi (5.6)

wegen Fj = 1.
Wir fassen diese Aussage zusammen in

Satz 5.1: Die Komponenten f]’k der Flexibilitatsmatrix f sind gleich der im Element
@ gespeicherten Forménderungsarbeit unter der Belastung F " =1 und einer virtuellen
Belastung ﬁ; = 1.

Die Berechnung der Flexibilitdtsmatrix wird im folgenden fiir das rdumliche Stabelement
durchgefiihrt.

Beispiel 5.1:

Die Stabendkriifte F* sind mit den Verformungen v* in Abbildung 5.2 dargestellt. Der
Kopfzeiger i fiir das Element @Dist in Abbildung 5.4 und im folgenden Text zur Vereinfa-

chung der Schreibweise weggelassen.
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F57U5T
4;1:7{04
FZJUQT/FYa)’Ul
s

)Fsavs Fg,ve

Abbildung 5.2: Statisch bestimmt gelagertes rdumliches Stabelement

Die Komponenten F; des Kraftvektors sind die tatsdchlich vorhandenen, d&ueren Kréfte
am statisch bestimmt gelagerten Element (vgl. Kapitel 3). Die Schnittgroien infolge F; =
1 als Funktionen der lokalen Elementkoordinaten sind N(Z), Q,(Z), Q.(T), M, (T), M, (T)
und M, ().

Aus Fi=1 folgt N(z)=1;

=1 ... Qy@) =1 und M,(T)=1—-T1;
=1 A(T)=1 und M,(T)=—-l+T,;
Fy=1 Mx(j)zl;
F5:1 My(f)zl,
F6:1 Mz(f)zl

Fiir virtuelle Krafte ﬁj = 1 erhélt man gleich grofie Schnittgréfien; zur Unterscheidung
werden diese Schnittgrofien mit einem Dach ‘~’gekennzeichnet. Die Forménderungsenergie
des Stabelementes mit konstantem Querschnitt unter der Belastung F; = 1 und F,=1
ergibt sich zu (vgl. /39/, 2. Bd., Seite 193 ff).

_ Qy(T)Qy(T) Q-(7)Q-(T)
L > S S
M, (@)M,(®) | M,@)M,(T) | M, (@)M. ()
GlIr El, ElL

(5.8)

Hierbei ist
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die Querschnittsflache,

der St. Venant’sche Drillwiderstand,

das Fliachentrigheitsmoment um die y-Achse,

das Fldachentrigheitsmoment um die z-Achse,

der Elastizitdtsmodul,

der Gleitmodul,

der Korrekturfaktor zur Erfassung der Schubdeformationen in y-Richtung,

der Korrekturfaktor zur Erfassung der Schubdeformationen in z-Richtung.

Die Korrekturfaktoren k, zur Erfassung der Schubdeformationen sind fiir verschiedene

Querschnittsformen in der Tafel der Abbildung 5.3 zusammengestellt; x, ist entsprechend

festgelegt.

Querschnittsform Ky
6/5
O |
I (Normal)
1 (Breitflansch) ~ A
—|— ASteg
L

Abbildung 5.3: Korrekturfaktoren x, zur Erfassung der Schubdeformationen

Durch Einsetzen von (5.7) in (5.8) und Berechnung der Integrale erhélt man:
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fu=1/(EA), fiz=fis=fus = fis = f1s =0,
fa2 = kyl/(GA) + I’/(BEL), fos = far = fa5 =0,
fas =2/ (2EL),

fss = K21/ (GA) + IP/BEL,),  fsa = fs6 =0,

f3s = =1?/(2E1),

Juu=1/(Glr), fis= f15=0,

fss =1/(EL),  fs6 =0,

f66 = l/(EIz)

Damit sind die Elemente der Flexibilitatsmatrix bekannt:

YU T(EA) 0 0 0 0 0 ]
b2 ki, l/(GA) +1%/(3EL) 0 0 0 12/(2EL)
U3 k.l/(GA)+13/(3E1,) 0 |-I?/(2EL,) O
Uy symmetrisch 1/(GIr) 0 0
Vs l/(EL) 0

L l/(EL) |
Ve

Die Symmetrie von f* ist aus der Vertauschbarkeit der Indizes j und k in (5.8) ersichtlich.
Es gilt (siehe auch Abschnitt ?7):

= fi; (5.10)

In den Lehrbiichern der Baustatik werden die Elemente f;k iiblicherweise als Verschie-
bungsgrofien (0;,-Zahlen) bezeichnet /28/.

Im allgemeinen ist bei schlanken Stdben
ky/(GA) < I?/(3EL) und k,/(GA) < I?/(3EL,).

In diesen Féllen kann der Einflu der Querkraft auf die Verformungen vernachléssigt

werden. In (5.9) wird dann x, = 0 oder/und x, = 0 gesetzt.

Der zweite Weg zur Berechnung der Komponenten der Flexibilitdtsmatrix geht aus von
den Differentialgleichungen des Balkens fiir Biegung mit Querkraft und Normalkraft und
von der Differentialgleichung der St. Venant’schen Torsion. Den Schnittgrofien werden in
den Elementen die Verformungen als Funktionen der Stabachse T zugeordnet. Zur Normal-
kraft N(7) korrespondiert die Langenénderung u,(7), zu Q,(%) die Durchbiegung w, (%)
in g-Richtung, zu Q. (7) die Durchbiegung w,(7) in z-Richtung, zu M, (%) die Verdrillung
¥, um die z-Achse, zu M,(7) die Verdrehung ¢,(7) um die y-Achse und zu M,(T) die
Verdrehung ¢, (7) um die z-Achse.
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Die Durchbiegungen w, und w, werden als Summe der Einzeldurchbiegungen infolge von

Querkraft (wyg,w,q) und Biegemoment (wyas, w,) dargestellt:
Wy = WyqQ + Wyn
W, = WyQ + WyM-

Die Verdrillung erfolgt um die Schubmittelpunktachse. Die linear unabhéngigen Element-

verformungen v; sind die Stiitzstellen (Randwerte) der Verformungen des Elementes.

Fiir diese Verformungen sind die vollstdndigen Differentialgleichungen mit den Verein-

barungen (...) = d(dx) und (...)" = dd(xQ)

fiir konstante Querschnitte im folgenden

angegeben:

Léngenanderung u, :u, () = N(z)/(EA);
Durchbiegung  wyq 1w, (T) = £,Q,(T)/(GA);
Durchbiegung  w.q :w.o(7) = £.Q.(T)/(GA);

Verdrillung U, 00(T) = M (T)/(Glr);

Durchbiegung — w, :w?y, (%) = =M, (T)/(E1,); o4
Durchbiegung  wys 1wy, (T) = M.(T)/(EL);

Verdrehung 9y :py(F) = (T

Verdrehung @ 102(T) = w, (T).

Mit den Schnittgréfien infolge F}, Fy, ..., F¢ aus Beispiel 5.1 ergibt sich durch Integration
der Differentialgleichungen die in Beispiel 5.1 berechnete Flexibilitdtsmatrix. Dies wird

im folgenden an einem Beispiel gezeigt:
Beispiel 5.2:

Fiir das in Abbildung 5.4 dargestellte ebene Stabelement ist die Flexibilitdtsmatrix fiir

ky =K, = 0 mit den Differentialgleichungen der Balkentheorie zu bestimmen.

Aus den Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich die Schnittgrofien (zur Abkiirzung [ =

l;):

=
&)
I

Fy

2F
M,(T)=—F, + F3 + =2z

Die Differentialgleichungen fiir den ebenen Balken lauten:
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q F37v3
_Flp Fy, v,
_— >F,
A= ZA

lf
L
I
|
|
|
)

¥
2P, |
I !
’ v

Vv

Abbildung 5.4: Ebenes Stabelement

N1
u;(x):ﬂ
wi@)=(F - B - 2727) /(B

mit den Randbedingungen

Durch Integration der Differentialgleichungen ergeben sich die Funktionen fiir die

Langendnderung und die Durchbiegung:

F
uI(T):E—AT—Fcl,
T2 T BT
wz(f): <F22 — FS? — ;3) /(Ejy) + T + cs,
I =\ — — FQ—Q
w.(T)=| FoT — F5T — 57 J(EJ,) + co.

Mit den Randbedingungen lassen sich die Konstanten ¢, ¢y und c3 zu
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01:(),
{ [
Co= _F26 + F3§ /(Ejy),
0320
bestimmen.

Wie aus Abbildung 5.1 zu erkennen ist, stellt vy eine antimetrische und v eine symme-

trische Verformung dar. Die Verdrehungen an den Knoten ergeben sich somit zu

1
w (T = 0)25(—112 + v3)
1
wl(T = l):§(—02 — v3)
V) Y
12(Vz—V3) %‘V2+V3)‘

V3

-

2 y . 2

Abbildung 5.5: Verdrehungen des Stabelementes

Durch FEinsetzen der Koordinaten der Randpunkte erhélt man:

F
u (T =1) = vy = Eil
, I
wz(T = O) :%(_UQ + 1)3): <—F26 + F32> /(Ejy),

i@ =) =y(-n—vi= (-2 - B) g,

Umstellen der Gleichungen nach den linear unabhingigen Stabendverformungen v* liefert:



5.1. VERFORMUNGSGROSSEN 63

yaY
U1 EA’
ey
U2_3E7Jy ,
Rl
V3 E7Jy

Diese Gleichungen werden in Matrizenschreibweise zusammengefafit:

- _

0 0 |rpT

o EA F

Loy F.

21 3E.J, 2
V3 l

0 0 F

v I EJ,] o

; F

Damit ist die Flexibilitatsmatrix bekannt. Mit demselben Verfahren konnen die im An-

hang C zusammengestellten Flexibilitdtsmatrizen ermittelt werden.
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Zum Vergleich wird die Flexibilitatsmatrix mit (5.8) aufgestellt. Der Normalkraft- und
Momentenverlauf aufgrund der linear unabhéngigen Stabendkréfte F ist in Abbildung 5.1

dargestellt.
+ P N(Fy)
F, | —
+ TF, M (Fy)
Iy + Fy M(F3)

Abbildung 5.6: Normalkraft- und Momentenverlauf aufgrund F

l

f11 = ﬂ’ f12 = 07 f13 = 07
)

f22 = @7 f23 = 07
)

f33— Eij

5.2 Grundsitzliche Verformungsbeziehungen

Das Prinzip der virtuellen Arbeiten gilt fiir ein Element des Tragwerkes; es gilt aber auch
fiir das gesamte Tragwerk. Fiir virtuelle innere Krifte F' und virtuelle dufiere Krifte R

erhélt man:
ETQ = B T.
Durch Einsetzen der Gleichgewichtsbedingungen (4.11) folgt:

F'v=(a"F)Tr

oder F (v—ar)=0.
Fiir die virtuellen Kréfte gilt

E#0.

Deshalb ergibt sich fiir die Verformungen
v=ar. (5.12)

Durch Vergleich mit (4.11)
R=d"F
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erkennt man, dass sich Kraft- und Verformungsgroflen auf spezielle Weise transformie-
ren. Dieses Transformationsverhalten bezeichnet man als kontragredient. Die Beziehung
(5.12) zwischen Knotenverformungen r und linear unabhéngigen Elementverformungen v
bezeichnet man als kinematische Vertréglichkeit. Analog lassen sich mit dem Prinzip der

virtuellen Arbeit die Transformationen von @ — v, u — u,u — v und r — u zeigen;

aus (3.3):  T'F'= 3" folgt v' = (I'")"a’; (5.13)
(35): LLS' =8 ... @ =(Ly)" (5.14)
(312): ()'E'=5" ... v =du’; (5.15)
(4.6) CS=R ... u=C"r (5.16)

5.3 Verformungen statisch bestimmter Stabwerke

Bei statisch bestimmten Tragwerken ist die Gleichgewichtsmatrix a? quadratisch und
nichtsinguldr (siche Abschnitt 4.5). Deshalb konnen die Stabendkrifte F aus den
Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden. (5.4) gilt nur fiir ein Element; als Kraft-

Verformungsbeziehungen fiir das Gesamttragwerk erhélt man:

v=fF (5.17)
mit

f = diag{f'}. (5.18)

Durch Einsetzen von (5.12) ergibt sich:
ar=fF. (5.19)

Damit lassen sich die Knotenverformungen r statisch bestimmter Systeme berechnen:
r=a'fF.

Die Stabkrifte £ sind hierbei die Losung von (4.11).

Beispiel 5.3:

Fiir den in Abbildung 5.3 dargestellten Rahmen sollen die Verformungen der Knoten

berechnet werden.

Die SchnittgroBen des Rahmens sind aus Beispiel 4.5 bekannt. Wir iibernehmen die Gleich-

gewichtsmatrix aus diesem Beispiel:
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2 kNm 2 kNm
3 km \L6,5 kN N ER N
Vv
1kN [ 2 @ 3 @ 4 X
® @  |4m Flichentriigheitsmoment
. ; I, =310 m*
i = Querschnittsfliche
A=0,012 m?
u ¢ | ] | Elastizitdtsmodul
om !  4m | 4m | E=21-10% kN/m’
Abbildung 5.7: Rahmen
[0 10/-1 0 '
—-100]0 —-0,5 0 0
0 0170 1
1 0O |—-1 0 O
0 0 0,5]0 —1 0 0
a” = 0 2 |0 4 -1
1 0 0]0 1 O
0 0 0O 1 0(—-1 0 O
0O 0 1]0 4 —1
0 -1 0
0 0 0 0 0 1|
Mit dem Lastvektor (Abbildung 5.1)
BR'=[1 3 -2]0 65 0]/0 3 2|0 0]

ergibt sich die Losung der Gleichgewichtsgleichungen:

Fl'=] -65 1

-9l0o 7]0 -3 2| -6 0 0]

Die Stabelemente @, @ und @ sind vom Typ-b (Beispiel 4.5);

Element @ hat im Innern ein Gelenk. Die Flexibilititsmatrizen dieser Elemente werden

dem Anhang C entnommen:

[ 11,5873 0 0
fl=f=r1=10°% 0 3386243 —126,9841
0 —126,9841 63,4921
2 100 [2,3810 0
= 0 95,2381
[ = diag{f"}

Die Losung des Gleichungssystems (5.19) ar = fF erfolgt mit Hilfe eines geeigneten

Programmes fiir Matrizen-Operationen.
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Die Knotenverformungen r ergeben sich zu:

[ 148,148 Tog
1,032 T,
—69, 841 0,
148,148 Tae
200, 992 ra,
r=| 18,264 | -107° = | 65 Dimension [rad, m].
148, 148 Tap
0,952 ras
69,058 0,
424,378 e
| 69,058 75 |

Die Verformungsfigur kann damit qualitativ gezeichnet werden; sie ist in Abbildung 5.8
dargestellt.

0, ol . | @,
\i T2z - 1';* T2 e l :‘
Fix X

Os

et TSy

Abbildung 5.8: Qualitative Verformungsfigur

5.4 Ermittlung der Biegelinie aus den Knotenverfor-

mungen

Benotigt man die Verformungen nicht nur in den Knotenpunkten des Tragwerkes, sondern
als Funktion der lokalen Koordinaten 7, so ist die Biegelinie zu berechnen. Alle Elemente
sind zwischen den Knoten unbelastet; die Biegelinie eines Elementes ist deshalb eine

Funktion dritter Ordnung von 7.

In Abbildung 5.9 ist die Biegelinie eines ebenen Stabelementes dargestellt. Der Einfluss

der Normalverformungen wird in der elementaren Balkenbiegelehre vernachléssigt.

Die Biegelinie fiir ein unbelastetes Stabelement ist mit der Vereinbarung w, () = w(T):
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)

Abbildung 5.9: Element mit Stabendverformungen

w(T) == le?’ + CQfQ + Cgf + 04, (520)
Ci,...,Cy = konstant.
Mit den Randbedingungen

U}(O) = Uy y w(lz) = Us, (521)

ergeben sich die Konstanten C, Cy, C5 und Cy zu:

Cy = (2(uy — us) — (us + 6)1;) /17, (5.92)
Cy = (us —1g)/(2l;) — 1,5C1;,

Cs = —us,

Cy = Ts.

Die Elementverformungen %y, U3, s und %g werden mit (??) und (?7?) aus den Knotenver-
formungen berechnet. Die Verformungen in Stabléingsachse werden fiir die Funktion der
Biegelinie vernachléssigt, sie gehen allein als Anfangs- und Endwerte der lokalen Koordi-

naten T ein. Fiir andere Elemente lassen sich die Biegelinien analog ableiten:
Beispiel 5.4:

Fiir das in Beispiel 4.5 und 5.3 berechnete Rahmentragwerk soll die Biegelinie im Element

@ aus den Knotenverformungen berechnet werden:



5.4. ERMITTLUNG DER BIEGELINIE 69

Uy = 0; ug = 0; us = 1,481 - 1073 und g = —0,698 - 1073,

Die Konstanten C) bis Cy ergeben sich aus (5.23) zu:

Ci = (—2-1,481- 1073 + 0,608 - 103 - 4)/64 = —0,2656 - 107,
Cy = 0,698-1073/840,2656-107°-4-1,5 = 0,1032-1073,
Cs = 0 und C,=0.

Damit erhélt man die Biegelinie:
Wi (T) = (=0, 26567 + 10, 3272)10~°[m].
Fiir die Elemente mit Gelenk im Innern gelten (5.21) bis (5.23) nicht. Die Biegelinie kann

jedoch mit der zusétzlichen Bedingung, dafl das Moment im Gelenk Null ist, berechnet

werden.
Aufgaben:

5.1 Berechnen Sie fiir ein Fachwerkelement und ein Stabelement mit Gelenk im Innern
die Flexibilitatsmatrizen nach einem der in Abschnitt 5.1 beschriebenen Verfahren

und vergleichen Sie mit den im Anhang C angegebenen Matrizen.

5.2 Berechnen Sie fiir ein Stabelement mit Querkraftgelenk im Innern die Element-
flexibilitatsmatrix (siehe Aufgabe 3.2).
5.3 Berechnen Sie fiir das dargestellte Rahmensystem die Knotenverformungen und

stellen Sie die Verformungsfigur qualitativ dar (siche Aufgabe 4.2 (b)).

3
Ty
15m
2 kN
L, ® ® A
7 @ 4
4m| @ ®
Vv 1,, ;é 10°
=
5m 5m >
5.4 Stellen Sie fiir das Stabelement mit Momentengelenk im Innern die Funktion der
Biegelinie auf.
l/ [ @ r \L T -
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Die Momentenbedingung lautet: M(Z =a) = —El,w" (T =a) =0



Kapitel 6
Das Weggroflenverfahren

Mit den Matrizengleichungen der vorangehenden Kapitel wird im folgenden eine eindeu-
tige, lineare Gleichung zur Berechnung der Knotenverformungen (Weggroflen) aus den
Knotenlasten abgeleitet. Diese Gleichung ist die Grundgleichung des Weggréfenverfah-
rens (Verschiebungsmethode); sie gilt fiir allgemeine Tragwerke. Das Verfahren wird als
WeggroBenverfahren bezeichnet, weil zuerst die unbekannten Weggroflen berechnet wer-

den. In einem zweiten Schritt folgt dann die Berechnung der unbekannten Kraftgrofien.

6.1 Die Grundgleichung des Weggroflenverfahrens

Die Ausgangsgleichung fiir die Darstellung des Weggrofienverfahrens ist die Bestimmungs-

gleichung fiir die Verformungen eines Elementes @, (5.4):

71
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Die Flexibilititsmatrix f* ist eine nichtsingulire Matrix, d.h. es gilt auch die inverse

Beziehung;:

k' wird als reduzierte Elementsteifigkeitsmatrix bezeichnet. Die reduzierten Elementstei-
figkeitsmatrizen fiir die bisher eingefiihrten Stabelemente sind im Anhang A3 zusammen-
gestellt. Die Matrix k. ist nichtsingulir (“reduziert”). Bei allgemeinen Tragwerken ist es
iiblich, von der vollstindigen (singuliren) Elementsteifigkeitsmatrix k' auszugehen, die
iiber die Forminderungsarbeit eines Elementes mit dem Satz von Castigliano /39/ abge-
leitet werden kann. Diesen Weg werden wir an spéterer Stelle (Kapitel 13) darstellen. Zur

weiteren Ableitung des WeggroBienverfahrens wird (6.1) fiir das Gesamtsystem formuliert:

E =k,
mit k, = diag{k’}.

F ist der aus F* gebildete Vektor aller linear unabhéngigen Stabendkrifte, v sind die
zugehorigen Elementverformungen und k, ist die aus Ei gebildete, symmetrische Diago-
nalmatrix der Elementsteifigkeiten. Die Gleichung (6.2) beschreibt das Elastizitédtsgesetz
der Elemente des Tragwerkes, sie ist umkehrbar eindeutig (nichtsinguldr). Die zweite
wesentliche Gleichung ist die kinematische Vertraglichkeit (5.12) von Knoten- und Ele-

mentverformungen
v=ar.

Durch Einsetzen dieser Gleichung in (6.2) erhélt man:

|~
I
|~
I
IS
1=

(6.3)

Diese Gleichung wird an spéterer Stelle fiir die Berechnung der Stabendkrifte F' aus
den Knotenverformungen r benétigt. Die linear unabhéngigen Stabendkréfte miissen die

Gleichgewichtsbedingungen (4.12)
a"F =R
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erfiillen. Die Grundgleichung des WeggrdiBenverfahrens erhdlt man durch Einsetzen von

Gleichung (6.3) in die Gleichgewichtsbedingungen:

a"kar=R (6.4)

Zur Abkiirzung der Schreibweise setzt man iiblicherweise

Tka=K (6.5)

vyl

IS}

und erhélt damit fiir die Grundgleichung;:
Kr=R. (6.6)

K ist die Steifigkeitsmatrix des Gesamttragwerkes (Gesamtsteifigkeitsmatrix). Aufgrund
der Symmetrie von k, ergibt sich eine symmetrische Steifigkeitsmatrix K. Gleichung (6.6)
ist eine eindeutige Beziehung zwischen den unbekannten Knotenverformungen und den
bekannten Knotenlasten, d.h. unabhéngig von der Redundanz des Tragwerkes erhélt man
die unbekannten Knotenverformungen r als Losung des linearen Gleichungssystems (6.6).

Fiir das Losungsverfahren selbst sind einige Voriiberlegungen erforderlich.

Die Flexibilitatsmatrizen f und die reduzierten Steifigkeitsmatrizen &’ sind positiv definit
/95/. Die Gleichgewichtsmatrix a” besitzt linear unabhiingige Zeilen. Aus diesen beiden
Eigenschaften folgt (siehe /95/, Seite 130), dass auch das Produkt

a"k,a
und damit auch die Gesamtsteifigkeitsmatrix K positiv definit ist.

Damit kann die Grundgleichung des Weggrolenverfahrens mit dem Verfahren von Cho-
lesky (Anhang A2.1), das eine positiv definite Koeffizientenmatrix voraussetzt, gelost

werden.

Bei diesem Verfahren wird die Steifigkeitsmatrix K zunéchst als Produkt einer unteren
und einer oberen Dreiecksmatrix dargestellt (Dreieckszerlegung). Dieser erste Schritt des
Cholesky-Verfahrens erfordert den groBten Anteil an Rechenaufwand bei der Losung des
Gleichungssystems. In einem zweiten Schritt wird die Losung auf der Grundlage der Drei-
eckszerlegung mit relativ geringem Aufwand berechnet (Vorwértseinsetzen/Riickwart-
seinsetzen). Dies bedeutet aber, dass erst im zweiten Schritt des Losungsverfahrens die
rechte Seite R bendtigt wird. Das Verfahren ist damit besonders gut geeignet fiir Glei-
chungssysteme mit mehreren rechten Seiten, d.h. insbesondere auch fiir die Losung der
Grundgleichung des Weggrofienverfahrens fiir mehrere Lastvektoren R (mehrere Lastfille).
Da sich das Tragwerk in allen Grofien linear verhilt (siehe Abschnitt 3.1 und Kapitel 5),

gilt das Superpositionsprinzip:
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Satz 6.1: In einem linearen Tragwerk sind alle Kraft- und Verformungsgréfen linear von
der Belastung abhéngig. Die Summe der Schnittgréfen (Verformungen) infolge mehrerer
einzelner Lastfille ist gleich den Schnittgrofien (Verformungen), die unter der Summe der

Lastfalle entstehen.

Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 6.1 angedeutet.

l

1o 1

Abbildung 6.1: Superpositionsprinzip (lineare Tragwerke)

Das Superpositionsprinzip kann auch bei der Losung der Gleichgewichtsbedingungen
(4.12) angewendet werden. Mit r als Losung der Grundgleichung des Weggrofienverfah-
rens konnen die linear unabhéngigen Stabendkréfte F berechnet werden. Mit der Losung
r ergibt sich (vgl. (6.3)):

EF=Fkar.
Den Vektor der vollsténdigen Stabendkrifte S erhilt man damit aus (3.3) zu:

S =TF.
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Die Stabendkréfte sind die Grundlage der Spannungsnachweise fiir die Elemente: An ei-
nem unbelasteten Element stimmen sie am “rechten” Stabende mit den Schnittgréfien
tiberein, am “linken” Stabende sind die Stabendgrofien die negativen Schnittgréfien (De-
finition 4.5). Die Berechnung eines Stabtragwerkes nach dem Weggriéfienverfahren ist da-
mit vollstindig beschrieben. Einen Uberblick iiber die erforderlichen Einzelschritte gibt

die folgende Zusammenfassung der Berechnung nach dem WeggréBenverfahren:

1. Besetzen der Gleichgewichtsmatrix a7

2. Besetzen der reduzierten Steifigkeitsmatrix k,;

3. Berechnung der Matrizenprodukte k, @ und a’k,a = K;

4. Dreieckszerlegung von K (Cholesky);

5. Besetzen des Lastvektors R;

6. Berechnung der Losung r von K r = R (Cholesky);

7. Berechnung von F = k,ar;

8. Berechnung der Stabendkrifte Si =T'F"

Fiir den ersten Lastfall R miissen alle Einzelschritte der Berechnung von (1) bis (8)
durchgefiihrt werden, fiir zusétzliche Lastfille wird bei (5) begonnen. Die Elementmatrizen
(a’)T, k' und 1" sind fiir jedes Element im Anhang A3 zusammengestellt. Fiir den Aufbau

der Matrizen fiir das gesamte Tragwerk verwenden wir SMIS /37/.

Im folgenden wird das WeggroBenverfahren an einem einfachen Beispiel (Abbildung 6.2)
dargestellt.

Beispiel 6.1:

Aus dem Elementkatalog (Anhang A3) wird das Stabelement Typ-a fiir die Elemente 1
bis 5 gewéhlt (Abbildung 6.2). Mit der Koordinaten- und Verkniipfungstafel kénnen die

Elementgleichgewichtsmatrizen (a')” aufgestellt werden.

cosa = (x, —x;)/l; , sina=(z—2z)/l;

Gleichgewichtsmatrizen der Elemente (a’)”:
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2N 35 ‘® T4 RARSLED
i EA = 'los kN
@ @ 7
1 L2 |
'-—l.m——-l A
8m

Abbildung 6.2: Ebener Rahmen

Knoten | [m] Element | Knoten | [; [m] | cos « | sin «
X|z 1| r

1 (0|7 D J1| 3 4 0 -1

2 |8|7 @ |2 4 4 0 -1

3 10/3 @ 3] 4 8 1 0

4 |8/3 @ (3] 5 5 | 4/5 | -3/5

5 140 ® |4] 5 5 |-4/5|-3/5
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0 —0,25 —0,25 —1 0 0]
1 0 0 0 —0,125 —0,125
0 1 0 0 1 0
aVT = (2)T = : )T =
(a) G 0 0,25 0,25 C 1 0 0
-1 0 0 0 0,125 0,125
0 0 1 0 0 1]
—0,8 —0,12 —0,12 | 0,8 —0,12 —0,12]
0,6 —0,16 —0,16 0,6 0,16 0,16
0 1 0 0 1 0
(a")" = s (@) =
0,8 0,12 0,12 —-0,8 0,12 0,12
—-0,6 0,16 0,16 —-0,6 —0,16 —0,16
0 0 1] | 0 0 1]
Gleichgewichtsmatrix des Tragwerkes:
Knoten
(0 1 o0 | 1
1 0 2
0 0,25 0,25 10 0 |-0,8-0,12 -0,12
-1 0 0 0 -0,125 -0,125| 0,6 -0,16 -0,16 3
0 O 1 0 1 0 0 1 0
a’'= 00250251 0 0 0,8 -0,12 -0,12
1 0 0 [0 0,125 0,125 0,6 0,16 0,16 4
0 O 110 0 1 0 1 0
0,8 0,12 0,12]-0,8 0,12 0,12
20,6 0,16 0,16 |-0,6 -0,16 -0,16 5
i o 0 1[0 0 1
Elemente @ @ @ @ @

Hyperdiagonalmatrix der reduzierten Steifigkeitsmatrizen k':

7
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250 0 0
0 5 25
0 25 5
250 0 0
0 5 25
0 25 5
125 0 0
k,=diag{k'}=10% 0 25 1,25
0 1,25 2,5
200 0 0
0 42
0 24
200 0 0
0 42
0 24

Lastvektor: RT=[0 | 0| 221|000 | 12 0]

Fiir die Losung des Gleichungssystems verwenden wir das Matrizeninterpretationssystem

SMIS /37/. Die Eingabe ist im folgenden zusammengestellt:
LOAD F1=AT N1=11 N2=15

Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix a’.

LOAD F1=KR N1 =15 N2=15

Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix k,.
TRANS F1=AT F2=A

Es wird a gebildet.

MULT F1 =KR F2=A F3 = KA.

Es entsteht die Matrix KA = k,a.

MULT F1 = AT F2=KA F3 =K.

Es entsteht die Matrix K = a’k,a.

LOAD F1=R N1 =11 N2=1.

Es folgen die Elemente des Lastvektors.

SOLVE F1=K F2=R
PRINT F1 =R

Das Gleichungssystem wird gelost, und die Knotenverformungen r werden ausgegeben.

MULT F1 =KA F2=R F3=F
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Mit der Multiplikation k,ar = F werden die linear unabhéngigen Stabendkréfte berechnet.

Knotenverformungen r und Stabendkréfte F':

Beim Stabelement Typ-a ist der F-Vektor ausreichend, um die Momenten- und
Normalkraft-Zustandslinien zu zeichnen. Die Zustandslinien sind in Abbildung 6.3 ab-
gebildet.

0123
0,581
@ [} Py 267,
2.564 o 3124
6,202 e > 5798
& — a
0,266 \ _ 2.989 5 2
®
© 5]
% ———7ibr
{kN]
1,250 ® 2750 @ [kNm]

Abbildung 6.3: Normalkraft- und Momenten-Zustandslinien

Um die Querkréafte zu ermitteln, kann man die Transformation (3.3) auf Elementebene
durchfiihren. Mit der 5. Zeile aus Gleichung (3.3) und der 7"-Matrix aus Anhang A3 kann

die Querkraft jedoch auch bestimmt werden:

Qi =Sy = (Fi+ Fi)/l.

Fiir dieses Beispiel ist dann

Q1 = 6,202/4 =1,551kN

Qs = 5,798/4 = 1,450 kN

Qs = (—2,989 —3,124)/8 = —0,764kN

Qs = (—2,212+0,123)/5 = —0,418kN

Qs = (—2,674—0,123)/5 = —0,559kN

In Abbildung 6.4 ist die Querkraft-Zustandslinie dargestellt. Uber Gleichgewichtskontrol-

len kénnen die Ergebnisse auf ihre Richtigkeit iiberpriift werden.

Gleichgewicht am Gesamttragwerk:

¥X=2+41-1,551—-1,450 = —0,001 ~ 0 kN;

¥Z =2+2-1,250— 2,750 = 0 kN;
YMy=1-2-4—-1-7—2-4+2,750-8 =0 kNm.

Auch das Knotengleichgewicht kann {iberpriift werden. In Abbildung 6.5 ist beispiels-

weise der Knoten 3 mit den Schnittgroflen in ihren tatséchlichen Wirkungsrichtungen
dargestellt.
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® ®
OI
1,551 1,450

Abbildung 6.4: Querkraft-Zustandslinie

Fiir den Knoten 3 gilt:
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YX3=2-1,551+4+0,226 — 0,465 — 0,251 = —0,001 ~ 0 kN;

Y75 =2—1,250 — 0,764 + 0,349 — 0,334 = —0,001 ~ 0 kN;
SMy =1— 6,202 + 2,989 + 2,212 ~ —0,001 kNm.

X
I - 0,581 0, 251
Z
‘\) 2,212
/4
i 0,418

1.551

i A
6.202 1,250

Abbildung 6.5: Knoten 3 mit den zugehotrigen Schnittgréfien

6.2 Die direkte Steifigkeitsmethode

Die Berechnung der Gesamtsteifigkeitsmatrix K aus der reduzierten Steifigkeitsmatrix k,
und der Gleichgewichtsmatrix a’ ist sehr aufwendig. Die spezielle Struktur der reduzierten
Steifigkeitsmatrix (Hyperdiagonalmatrix) und der Gleichgewichtsmatrix (Blockmatrix)
sollte deshalb bei der Berechnung des Matrizenproduktes a’ k,.a beriicksichtigt werden. In
Abbildung 6.6 ist das Matrizenprodukt a’ k,a als Falk’sches Schema (siehe Anhang A1)
fiir ein typisches Stabtragwerk beispielhaft dargestellt.

Dieser Gedanke fithrt zu der direkten Steifigkeitsmethode, einem direkten Verfahren zur
Besetzung der Gesamtsteifigkeitsmatrix. Die Grundlagen des Verfahrens werden im fol-
genden dargestellt. Die Gleichgewichtsmatrix a” kann bekanntlich (Gleichung (?7)) als
Produkt einer (0,1)-Matrix C' mit einer Diagonalmatrix diag{(a’)”} dargestellt werden;
a® ergibt sich demnach als Blockmatrix (Abbildung 6.6):

a” = Cdiag {(a')"}.

Die reduzierte Steifigkeitsmatrix k, ist eine Hyperdiagonalmatrix:
k, = diag(k;).

Durch Substitution dieser Beziehungen in

a’k,a=K
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olelelolefelal]

~owoN =

Abbildung 6.6: Typische Besetzung der Gleichgewichts- und der reduzierten Steifigkeits-

matrix

erhdlt man:

C diag {(a)"} diag {kr'} diag{a’} C* = K. (6.7)
Das Produkt der Diagonalmatrizen ist wieder eine Diagonalmatrix:

diag{(a')"} diag{k,} diag{a'} = diag{k'}. (6.8)

Die Elemente dieser Diagonalmatrix sind die (vollstéindigen) Elementsteifigkeitsmatrizen

k'. Sie ergeben sich als Produkte der Elemente der einzelnen Diagonalmatrizen:
k= (a')"kld'. (6.9)

Die Elementsteifigkeitsmatrizen &' sind (im Gegensatz zu den reduzierten Elementsteifig-
keitsmatrizen k') singuldr. Die Gleichgewichtsmatrizen (a’)? der Elemente besitzen mehr
Zeilen als Spalten, d.h. die Zeilen von (a’)” sind linear abhiingig. Das Matrizenprodukt
in (6.9) ergibt deshalb eine Matrix mit linear abhéngigen Zeilen und Spalten, also eine
singuldre Matrix. Die Symmetrie bleibt bei der Transformation nach (6.9), einer soge-
nannten Kongruenztransformation, erhalten: Die Elementsteifigkeitsmatrix k' ist wie Efn

eine symmetrische Matrix.

Die Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix k* wird fiir ein ebenes Stabelement darge-
stellt. Nach Gleichung (6.1) erhélt man die reduzierte Elementsteifigkeitsmatrix. Es wird,

wie in Beispiel 5.2, ein Stabelement Typ-a verwendet:

EAJl 0 0
K.=| 0 4EI/l 2EI,/i

0 2EI/l 4EL,/I
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Mit der Elementgleichgewichtsmatrix (a’)” (siche Anhang A3)

[ —c¢ s/l s/l ]
—s —c/l —c/l
s o 1 0
@) = c —s/l —=s/l
s ¢/l ¢/l
| 0 0 I

erhilt man fiir &' nach (6.9):

_652/12 + C1c? —6sc/I? + Cysc 3s/l |—652 /12 — C1c? 6sc/l> — Cisc 3s/l |
6c%/1% + C1c® —3c/l| 6sc/l?> — Cisc —6¢2 /1% — Cys* =3¢/l

ki:yi[y 2 —3s/l 3¢/l 1
symmetrisch 6s2/1% + C1c®> —6sc/1? + Crsc—3s/l
6c2/12 + C15% 3¢/l
2

mit Cy = A/(21,), ¢ = cosa und s = sina.
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Die Elementsteifigkeitsmatrizen fiir weitere Elemente sind im Anhang A3 angegeben.

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K ergibt sich aus (6.7) und (6.8) zu:

CkCT" =K, mit k= diag{k'}.

Durch Vergleich von (6.10) und (6.11) mit der Gleichgewichtsbedingung
CS=R

erhalt man:

S=kCTr.

Mit der kontragredienten Transformation (77?),

u=C"r,
ergibt sich
S =ku,
oder auch

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

Die Elementsteifigkeitsmatrizen k' sind die Transformationsmatrizen fiir die linear

abhiingigen Stabendverformungen u’.
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Mit Gleichung (3.5) werden die Stabendkréfte in globalen Koordinaten in die Stabend-

kréfte in lokalen Koordinaten transformiert:
S = (L%)S".
Damit sind die Grundlagen der direkten Steifigkeitsmethode dargestellt.

Zur Darstellung der darauf aufbauenden Rechenverfahren wird ein Tragwerk betrachtet,
das m Elemente und n Freiheitsgrade der Verformung besitzt, die fortlaufend von 1 be-

ginnend numeriert sind. Aufgrund von (6.10) und (6.12) gilt:
Kpg =Yk (6.14)
=1

mit k!, = k!; wenn die Stabendkrifte S! zum Gleichgewicht von R, beitragen und wenn

die Stabendverformung ug mit der Knotenverformung r, iibereinstimmt.

Ansonsten ist l%f] = 0. Fiir die Zuordnung der Elemente wird die Inzidenztafel (Kapitel
2) benutzt.

Gleichung (6.14) ist im wesentlichen nur die Berechnung der Produktmatrix C*kC an-
hand der Inzidenztafel. Die Berechnung der Stabendkrifte erfolgt auf derselben Grundla-
ge. Es gilt (6.14):

Si =" kiul. (6.15)
J

Bei der Berechnung werden fiir ué die korrespondierenden Verformungsgréfien r, einge-
setzt, d.h. die Losung der Grundgleichung des Weggrolenverfahrens. Auch hier erfolgt die
Berechnung iiber die Inzidenztafel und nicht durch Matrizenmultiplikation. Die Stabend-

krafte Sl in lokalen Koordinaten erhalt man aus

S = (L,)"s". (6.16)
Beispiel 6.2:

Der Rahmen von Beispiel 6.1 wird mit der direkten Steifigkeitsmethode berechnet. Der

Lastvektor ist der gleiche wie in Beispiel 6.1:
Rf=[ 0| 0] 221 1] 00071]T12°0 ]

Elementsteifigkeitsmatrix mit Koeffizienten:



=
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Die Elemente k; entsprechen den Elementen der

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

k31 k32 k33 k34 k35 k36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

L 61 62 63 64 65 66

Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix:

Steifigkeitsmatrizen des Anhang A3.

0 Oy 13, T3, 03 T4, T4, 04 T's, Ts, 05
k33 k34 k35 k3o
kig + kD | ki + kDo | Rig + kT k3, ks kg ki, kis kg
ki +ki, +kis
kss + kS | ksg + ks k34 k3 k36 k34 k3 k3
+k3s +k3s
kge + K33 k4 k35 k36 k34 k3 k36
+h33
kig + k3 | kis + kS5 | Rig + ki kS, kPs kg
symmetrisch +k?1 +k‘;)2 +k:i3
k35 + k35 | k36 + ke k34 k35 k36
k32 +h3s
kg + koo k34 k35 k3g
k33
kiy + k3, | ki + ks | Fig + Rl
kds + ks | kig + k2
kg + koo
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Die Elemente der einzelnen Elementsteifigkeitsmatrizen werden in die Gesamtsteifigkeits-

matrix eingesetzt und aufaddiert. Es ergibt sich die Gesamtsteifigkeitsmatrix:

Fiir die Losung des Gleichungssystems Kr = R verwenden wir das Matrizeninterpretati-

onssystem SMIS /37/. Die Eingabe ist im folgenden zusammengestellt:

LOAD F1=K N1 =11

N2 =11

Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix K.
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0102 13, r3, 03 T4, T4, 04 5, T5. 05
[5(0] 1,875 0 2,5 0 0 0 0 0 0 |
500 0 0 | 1,875 0 2,5 0 0 0

254,11 —95,77 1,155 |—125,0 0 0 |—128,179 95,77 —0,72
322,42 —1,429| 0  —0,117 —0,469| 95,77 —72,31 0,96
11,5 0 0,469 1,25 | 0,72 0,96 2
K =10° 254,11 95,77 1,155 |—128,179 —95,77 —0,72
symmetrisch 322,42 1,429 | —95,77 72,31 0,96
11,5 0,72  —0,96 2
256, 35 0 1,44
144,61 0
8 m

LOAD F1=R N1=11 N2=1

Es folgen die Elemente des Lastvektors R.

SOLVE F1=K F2=R

PRINT F1 = R.

Das Gleichungssystem wird gelost und die Knotenverformungen werden ausgegeben; der
Verformungsvektor ist mit dem aus Beispiel 6.1 identisch. Mit Gleichung (??) u = C'r
kénnen die Stabendverformungen in globalen Koordinaten berechnet werden und in die

Elementvektoren zerlegt werden:

0 0 [ 9,663 |
0 0 0,005
—3,24 3.1 —0,762
W 108 3,243 108 3,189 W 108 0,76
9,663 9,665 9,665
0,005 0,011 0,011
| —0,762 | | —0,870 | | —0,870 |
[ 9,663 | (9,665
0,005 0,011
—0, 762 —0, 870
ut =107 |———| v®> = 107® |———| Dimension [rad, m]
9,672 9,672
0,023 0,023
| 0,406 | 0,406 |

Die Stabendkrifte werden mit Gleichung (6.13) elementweise berechnet: Die Stabendver-
formungsvektoren u’, Elementsteifigkeitsmatrizen &' und Drehungsmatrizen L%, werden
eingelesen und die Stabendkrifte S* berechnet. Die Eingabe fiir SMIS sieht fiir das Ele-

ment @wie folgt aus:
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START
LOAD F1=UI N1=6 N2=1

Es folgen die Elemente des Stabendverformungsvektors u’.

LOAD F1=LDIT N1=6 N2=6

Es folgen zeilenweise die Elemente der Drehungsmatrix (L%)7.

LOAD F1=KI N1=6 N2=6

Es folgen zeilenweise die Elemente der Elementsteifigkeitsmatrix k',

MULT F1 = LDIT F2 =KI F3 =LDK

Es wird das Produkt (L%)7k" gebildet.

MULT F1 =LDK F2=UI F3 = SQ

Es wird der Vektor der Stabendkrifte S° — (Lo)T k' u' gebildet.
PRINT F1 = SQ

Fiir die einzelnen Elemente ergibt sich:

[ 1,250 ] [ 2,750 ] [ —0, 266 |
—1,551 —1,448 0,764
_ 0 _ 0 _ —2,989
S = |— | = || T = |
—1,250 —2,750 0, 266
1,551 1,448 —0, 764
| 6,202 | | 5,798 | | 3,124 |
[ 0,581 | 2,564
0,418 0, 559
_ —2,212 | — —2,674
St = |22 8% = | =" | Dimension [kN, kNm)]
—0,581 —2,564
—0,418 —0,559
| 0,123 | | —0,123 |

87
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In Abbildung 6.3 und 6.4 sind die Zustandslinien dargestellt.

6.3 Eine Variante der direkten Steifigkeitsmethode

In Abschnitt 4.3 wurde die vollstandige Gleichgewichtsbedingung fiir Stabwerke mit un-
verschieblichen Lagern aufgestellt. Die Knoten werden dabei so numeriert, dass die Rand-
knoten die gréfiten Knotennummern erhalten. Im Gegensatz zu dem in Abschnitt 6.2
beschriebenen Verfahren werden bei der folgenden Variante alle Knoten als freie Knoten
ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen betrachtet, und die vollstdndige Gleichge-
wichtsbedingung wird nach Gleichung (4.11) aufgestellt.

(a)"F=R.
Der Lastvektor R’ enthilt dabei auch die Lagerreaktionen R. Eine Gesamtsteifigkeits-

matrix ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen kann analog zu Gleichung (6.10)
gebildet werden:

K =C'k(C), (6.17)

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K’ ist im Gegensatz zur Gesamtsteifigkeitsmatrix K sin-
guldr, da in C’ die Randbedingungen nicht beriicksichtigt werden. Die Verkniipfungsma-
trix C’ muss um die den Randbedingungen entsprechenden Zeilen reduziert werden. C’
ist eine n’ x m/-Matrix (vgl. (4.1) und (4.2)).

Die um die n, Randbedingungen reduzierte Verkniipfungsmatrix C' hat die Dimension

[nxm/] mit n = n’ —n,. Wir fithren nun eine um n, Nullspalten erweiterte Einheitsmatrix

(Anhang A1) I, ein, um die Verkniipfungsmatrix C zu transformieren:

@
I
[~>

(6.18)

Die Matrix I bewirkt ein “Streichen” der letzten n, Zeilen (Spalten) in C'((C")T) baw.

ein Streichen der letzten n, Zeilen und Spalten von K’.
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Matrixi:
10 0 0 ]
0 1 0 0 0
. 0 0 1 0 00 0
I = n
o0 o0 ....10/0 ... 0
000 ... 01/0 ... 0

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix &, bei der die Randbedingungen beriicksichtigt sind, erhélt

man zu:

KT (6.19)

I~

K:

Man stellt zunéchst die Gesamtsteifigkeitsmatrix K’ nach Gleichung (?76) auf und streicht
anschliefend die den Randbedingungen entsprechenden Zeilen und Spalten, um K zu
erzeugen mit dem Vorteil, dass K’ nicht fiir den Knotenfreiheitsgrad einzeln, sondern
blockweise (fiir jeden Knoten) aufgestellt werden kann. Die Elementsteifigkeitsmatrix eines
Elementes ®in globalen Koordinaten wird hierzu bei Stabwerken in vier Untermatrizen

entsprechend den Stabendknoten ¢ und j unterteilt:

(6.20)

Fiir ein Tragwerk mit n Knoten besteht die Matrix K" aus n x n quadratischen Unterma-

trizen K; der Dimension dj, (Definition 4.3).

Bei ebenen Stabelementen ist jede der Untermatrizen Eﬁ,kfj,kﬁ und k;;“j eine [3 x 3]
Matrix, bei rdumlichen Stabelementen eine [6 x 6]-Matrix, bei ebenen Fachwerkelementen

eine [2 x 2]-Matrix und bei rdumlichen Fachwerkelementen eine [3 x 3]-Matrix.
Aufgrund dieser Uberlegungen gilt fiir ein Stabwerk mit m Elementen:
mosk
/ R—

mit EZ = Efj, wenn ¢ und j Knoten des Elementes ®sind, ansonsten ist Ef] =0.
Nach dem Aufbau von K’ wird K nach (6.19) durch Streichen der letzten n, Zeilen und

Spalten von K’ erzeugt.

Fiir die praktische Berechnung kann die eingangs gestellte Forderung, dass die Randknoten

die Knoten mit den grofiten Knotennummern sind, fallengelassen werden.

Das erfordert einen Spaltentausch in der Matrix I, so dass die den Randbedingungen
entsprechenden Spalten von 1 Nullspalten sind. Weiterhin kann die Forderung, dass alle
Lager unverschiebliche Lager sind, fallengelassen werden. Dann sind nicht nur vollstédndige

Untermatrizen, sondern auch einzelne Zeilen und Spalten zu streichen.
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Beispiel 6.3:

Der Rahmen von Beispiel 6.1 und 6.2 wird mit der Variante der direkten Steifigkeitsme-
thode berechnet. Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K’ hat folgende Form (Abbildung 6.2):

[ ki, ks 1

k3, k3, 2

K' = ks + k35 + ks k3, ki 3
ki, + Ky + ki ks 4

I symmetrisch kas + k2 | 5

7

O @ @ @ ®  + Knoten

Die einzelnen Elemente der Untermatrizen werden eingesetzt und komponentenweise auf-
addiert. Es ergibt sich die Gesamtsteifigkeitsmatrix ohne Beriicksichtigung der Randbe-
dingungen (K, siche Seite 24).
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Abbildung 6.7:
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Die Freiheitsgrade ri,,71,, 72, und ro, sind durch die Lagerung behindert. Durch Strei-
chen der 1., 2., 4. und 5. Zeile und Spalte in K’ wird K gebildet. Die Berechnung der

Knotenverformungen und der Stabendkrifte erfolgt wie in Abschnitt 6.2.

In SMIS /37/ stehen spezielle “Befehle” fiir den Aufbau der Steifigkeitsmatrix zur
Verfiigung. Mit diesen Befehlen ist es nicht notwendig, die Gesamtsteifigkeitsmatrix K

als Ganzes einzulesen.

6.4 Das Drehwinkelverfahren

Das Drehwinkelverfahren ist ein Verfahren zur Berechnung von Stabtragwerken unter
gewissen Vernachldssigungen. Es ist Grundlage der in Kapitel 77 beschriebenen iterativen

Verfahren.

Beim Drehwinkelverfahren werden vernachléssigt:

e Der Einflul der Querkraft auf die Verformungen;

e der Einflufl der Normalkraft auf die Verformungen.

Die Vernachldssigung der Normalkrafteinfliisse bedeutet, dass alle Stébe ihre urspriingli-
che Lénge beibehalten. Elementverformungen sind nur die Stabenddrehwinkel vy = p; und
v3 = ¢, des Stabelementes Typ-a (Abbildung 6.8). Die zugehorigen linear unabhéngigen
Stabendkrifte sind die Momente 5 = M; und F5 = M,..

M, .9,

Abbildung 6.8: Stabelement ohne Normalkraftverformungen

Beim Drehwinkelverfahren unterscheidet man verschiebliche und unverschiebliche Syste-
me. Ein System ist unverschieblich, wenn sich die Knoten fiir eine gegebene Belastung
nicht verschieben, sondern ausschliefllich verdrehen (Abbildung 6.9(a)). Verdrehungen ent-

gegen dem Uhrzeigersinn sind positiv.
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Abbildung 6.9: Verschiebliches und unverschiebliches System

Ein System ist verschieblich, wenn sich die Knoten eines Tragwerkes unter einer gegebenen
Belastung nicht nur verdrehen, sondern auch auf Bahnen senkrecht zu den Stabachsen der
Elemente verschieben (Abbildung 6.9(b)).

Bei unverschieblichen Systemen hat der Vektor der Knotenverformungen r die Knoten-
drehwinkel 6; als Komponenten. Fiir das Drehwinkelverfahren verwendet man normaler-

T von Kapitel 4, sondern leitet sich aus der kine-

weise nicht die Gleichgewichtsmatrix a
matischen Vertraglichkeit die Matrix a ab. Fiir unverschiebliche Systeme ist die Matrix a

immer eine (0, 1)-Matrix. In Gleichung (5.12)
v=ar

ist a;; = 1, wenn der Stabenddrehwinkel v; mit dem Knotendrehwinkel r; iibereinstimmt.
Sonst ist a;; = 0. Die Vertréaglichkeitsmatrix hat die gleiche Form wie die Verkniipfungsma-
trix CT. Die Gesamtsteifigkeitsmatrix A kann somit nach der direkten Steifigkeitsmethode

aufgestellt werden.

Bei verschieblichen Systemen hat der Vektor der Knotenverformungen r neben den Kno-
tendrehwinkeln 6; auch linear unabhangige Knotenverschiebungen r, bzw. r, als Kompo-

nenten.

Eine Knotenverschiebung ist von allen anderen Knotenverschiebungen linear unabhéngig,
wenn es unter Beachtung der oben genannten Voraussetzungen einen kinematisch zuléssi-
gen Verformungszustand gibt. Der Verformungszustand einer linear unabhédngigen Kno-
tenverschiebung kann nicht durch Uberlagerung mit Verformungszustinden infolge ande-

rer Knotenverschiebungen dargestellt werden.
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Abbildung 6.10: Stabdrehwinkel v

Die Knotenverschiebungen r, und r, erzeugen Stabdrehwinkel 1. In Abbildung 6.10ist
der Stabdrehwinkel fiir eine Verschiebung Ar des rechten und linken Knotens senkrecht

zur Stabachse dargestellt.

Unter der Voraussetzung kleiner Verformungen berechnet man den Stabdrehwinkel fiir

eine Verschiebung Ar des rechten Stabendes senkrecht zur Stabachse

= Ar/l;. (6.21)
Fiir eine Verschiebung Ar des linken Stabendes senkrecht zur Stabachse ist

v =—Ar/l;. (6.22)
Die Stabenddrehwinkel ¢; und ¢, infolge des Stabdrehwinkels v sind

o1 = pp = . (6.23)

Die zugehérige Steifigkeitsmatrix k. ist:

2FEI, [2 1
Y ] (6.24)

b= [1 2]
Fiir die Berechnung der Knotendrehwinkel und der Knotenverschiebungen gilt Gleichung
(6.4)
a"kar =R
Die Stabendmomente werden mit Gleichung (6.3) berechnet.
F=kar.

Das Drehwinkelverfahren ist damit eine Variante des in Abschnitt 6.1 hergeleiteten Weg-
groflenverfahrens. Der Berechnungsgang unterscheidet sich nur in der Besetzung der Ver-

traglichkeitsmatrix a und der Steifigkeitsmatrix k,. Es folgt die
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Zusammentassung der Berechnung nach dem Drehwinkelverfahren

(1) Besetzung der Vertréglichkeitsmatrix a;

(2) Besetzung der reduzierten Steifigkeitsmatrix k.

Es folgen die Berechnungsschritte (3) bis (7) des in Abschnitt 6.1 beschriebenen Weg-

groBenverfahrens.
Beispiel 6.4-

Der in Abbildung 6.2 dargestellte Rahmen ist fiir die angegebene Belastung verschieb-
lich. Die Knotenverdrehungen 6; der Knoten 1 bis 5 und die horizontale Verschiebung r,
des Knotens 3, 4 oder 5 sind linear unabhéngig. In Abbildung 6.11 sind die zu den ein-
zelnen Verformungsfreiheitsgraden gehérenden Verformungsfiguren dargestellt. Die Ver-
formungsfigur fiir einen Verformungsfreiheitsgrad erhélt man durch Vorgabe einer dem
Freiheitsgrad entsprechenden Einheitsverformung. Die sich aus der Verformungsfigur er-
gebenden Stabenddrehwinkel ¢; werden von der Sekante, der Verbindungslinie der Knoten

im verformten System, zur Tangente gemessen (Abbildung 6.10).

’ ’ ® L / "
(/ @ 91 = 1 @ @2 = 1 {I /’ 93 = 1
1 1
1 2

Abbildung 6.11: Verformungszustéinde fiir Einheitsverformungen entsprechend den Kno-

tenfreiheitsgraden

Mit den in Abbildung 6.11 dargestellten Verformungsfiguren ergibt sich fiir die kinemati-
sche Vertréglichkeit:
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Um den Lastvektor aufstellen zu konnen, miissen alle Lasten in die Richtungen der linear
unabhingigen Knotenverformungen transformiert werden. Die Vertikallasten in den Kno-
ten 3 und 5 werden iiber die Normalkrifte in die Auflager geleitet. Die Horizontallast im
Knoten 5 muss zu der Horizontallast im Knoten 3 addiert werden, da beide Kréfte auf

dem gleichen Weg Arbeit leisten. Damit ergibt sich der Lastvektor:
R"=[0 0 1 0 0 3] Dimension [kN, kNm].

Die Hyperdiagonalmatrix der reduzierten Steifigkeitsmatrizen ohne Normalkraftverfor-

mungen ist:

5 2,5
25 5

5 2,5
2,5 5

2,5 1,25

k, = diag{k'} = 10°
k. = diagik;} 1,25 2,5

4 2
(- 2 4 -
Die Eingabe fiir SMIS entspricht der von Beispiel 6.1. Es wird jedoch anstelle der Gleich-

gewichtsmatrix a” die kinematische Vertriglichkeitsmatrix a eingelesen. Als Losung erhélt

man die Knotenverdrehungen und die horizontale Verschiebung im Punkt 3:

[ —3,243 6,
3,187 0,
r=10"3 0T s Dimension [rad, m].
—0,870 04
0,407 05
9,659 | | rs |

Mit der Multiplikation k,.ar = F werden die Stabendmomente berechnet:
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0 [ — My

6,208 M3

0 — Ms

5,792 My

F = —2,980 = —Mss Dimension [kNm)].

3,125 My,

—9.229 ~ M

0,111 M

—2,667 —Msy

o111 || M |

Mit diesen Stabendkréften kann die Momentenzustandslinie gezeichnet werden. Die Sta-
bendmomente stimmen bis auf eine Abweichung von 10,8 % bei M5 bzw. Ms5 mit denen
von Beispiel 6.1 {iberein. Die Darstellung des Drehwinkelverfahrens in der vorliegenden
Form ist den Matrizenmethoden der Statik angepasst. In der iiblichen Darstellung wird die
direkte Aufstellung der Steifigkeitsmatrix und die Losung der “Drehwinkelgleichungen”
als Drehwinkelverfahren bezeichnet.

6.5 Kondensation der Steifigkeitsmatrix

Bei manchen Berechnungen enthélt der Lastvektor nur wenige von Null verschiedene
Komponenten. In diesen Féllen kann die Steifigkeitsmatrix des Systems auf die belas-
teten Knoten “kondensiert”werden (vgl. Przemieniecki /66/, Seite 147). Die Anzahl der

Unbekannten des Gleichungssystems wird dabei reduziert.

Das Verfahren erfordert fiir gréfere Systeme bei einer Programmierung einen erheblichen
Organisationsaufwand. Die Anzahl der Operationen wird dabei im allgemeinen nicht ge-
ringer. Bei der Berechnung von Hand sind grofie Gleichungssysteme problematisch. Da
bis zu [3 x 3]-Matrizen schnell und tiberschaubar invertiert werden kénnen, empfiehlt sich

dieses Verfahren nur fiir Systeme mit bis zu 6 Freiheitsgraden.

Das Gleichungssystem (6.6) kann in diesen Fillen auf folgende Form gebracht werden:

>
5
-

- i (6.25)
|l | o '

=
=

R, ist der Lastvektor, der nur Nichtnullelemente enthélt,

r; der Vektor der Knotenverformungen in Richtung der Belastung,

ry der Vektor der Knotenverformungen in Richtung der lastfreien Knotenfreiheitsgrade.
K, K5, K9 und K,, sind Untermatrizen von K entsprechend der Unterteilung von r

in r; und r,.
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Das Gleichungssystem (6.25) ist ein System zweier gekoppelter Matrizengleichungen:

Kyr+Kpry=R,

Koiry + Koyry = 0.

Aus (6.27) erhélt man

_ _ -1
Koyyry = —Kogry bzw. ry=—Ky Ky 1.

Setzt man (?7) in (??) ein, so ist:

(K — Kuﬁﬁl Ky)ry = Ry.
Definiert man

Kn =Ky - K12K521 Ky,
dann ergibt sich

Kn r =R,

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

Das Gleichungssystem (6.25) wird damit auf zwei kleinere Gleichungssysteme (6.31) und
(6.28) reduziert. Das erste Gleichungssystem (6.31) hat als Unbekannte nur die Kno-

tenverformungen in den Belastungsrichtungen. Mit diesen Knotenverformungen kann das

Gleichungssystem (6.28) gelost werden; die Knotenverformungen in den lastfreien Rich-

tungen sind dabei die Unbekannten. Die kondensierte Steifigkeitsmatrix K 11 ist durch

(6.30) bestimmt. An der Steifigkeitsmatrix des Beispiels 6.4 wollen wir das Verfahren

erlautern.

Beispiel 6.5:

In Beispiel 6.4 wurden a, k, und R fiir den Rahmen von Abbildung 6.2 bereits ermittelt.

Daraus ergeben sich die Steifigkeitsmatrix K = a’k,a und der Lastvektor R:

5 0 2,5 0
0 5 0 2,5
2,5 0 11,5 1,25
0 2,5 1,25 11,5
0 0 2 2
1,875 1,875 1,875 1,875

S 00NN O O

1,875

1,875

1,875

1,875
0

1,875

=y

0

w o o = O

Durch Zeilen- und Spaltentausch der ersten und letzten Zeile bzw. Spalte ergibt sich
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1,875 1,875 1,875|1,875 0 1,875 | [ 73 | [ 3]
1,875 5 0 |25 0 0 05
1,875 0 11,5|1,25 2 2.5 05

2

8

0

3

0

103 - 1
1,875 2,5 1,25 11,5 0 0, 0
0

0

0 0 2 2 0 05
1,875 0 2,5 0 ) 01

Um nur maximal [3 x 3]-Matrizen zu haben, behalten wir im Lastvektor R die zu R,

korrespondierende Nullkomponente bei.

Mit dem im Anhang A2.1 beschriebenen Verfahren invertieren wir die Matrix:

11,5 2 0
0 0 5
Dies ergibt:
3 40 —-10 O
Kl = 10 —10 57,5 0
=2 440 :
0 0 88

Bei der Berechnung von Ku nach (6.30) fiihrt man zuerst das Matrizenprodukt Ko, Ko
aus, da es fiir die Berechnung von r, nach Gleichung (6.28) nochmals benétigt wird. Nach
Gleichung (6.30) ist:

108 375 637,5 356,25
Kn == Kn - K12K2_21K21 = m 637, 5 1950 —75
356,25 =75 4267,5
Mit K, kann das Gleichungssystem (6.31) geldst werden:
9,6592
——1
=K, =R = —3, 1870 -1073
—0,7593
Aus Gleichung (6.28) wird r, berechnet:

—0,8704

—~1
Ty = =Ky Koy = 0,4074 1073
—3,2426

Dimension [rad, m]|
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Die Komponenten von r; und r, sind die in Beispiel 6.4 berechneten Knotenverformungen.
Bei der Handrechnung verwendet man fiir die Durchfithrung der Matrizenmultiplikationen

sinnvollerweise das im Anhang A1.2 beschriebene Falk’sche Schema.

6.6 Das Verfahren der Belastungsumordnung

Ist ein Stabwerk in der Anordnung seiner Stdbe und Lagerbedingungen symmetrisch, dann
kann durch das Belastungsumordnungsverfahren eine Verkleinerung des Gleichungssys-

tems erreicht werden.

Bei einem symmetrischen Tragwerk kann jede beliebige Belastung in einem symmetrischen

und einen antimetrischen Lastfall aufgespalten werden (Abbildung 6.12).

M/2 M/2 M/2

—4M 4 M/2 Fo T .\
- l— =i -
P P2 Pi2 PI2 P/2

}

I

| -

@ = ®
:

i

Symmetrieachse symmetrischer Lastfall antimetrischer Lastfall

Abbildung 6.12: Aufteilung einer beliebigen Belastung in einen symmetrischen und einen

antimetrischen Lastfall

Symmetrische Tragwerke haben die Eigenschaft, dass sie sich unter symmetrischer Belas-
tung symmetrisch und unter antimetrischer Belastung antimetrisch verformen (Abbildung
6.13). Dies folgt direkt aus der Linearitét des Systems.

e -t —— - i
PI2 f Tmmm—eme “TYPr2 PI2| ) =~ /P2

Abbildung 6.13: Verformungsfiguren unter symmetrischer und antimetrischer Belastung

Aus diesem Verformungsverhalten lassen sich Bedingungen fiir die inneren Krifte in der
Symmetrieachse bei symmetrischer und antimetrischer Belastung herleiten. Diese Bedin-

gungen sind zusammengefasst in



6.6. DAS VERFAHREN DER BELASTUNGSUMORDNUNG 101

Satz 6.2: Bei symmetrischer Belastung sind die Normalkréfte und Biegemomente symme-
trisch und die Querkréfte antimetrisch. Bei antimetrischer Belastung sind die Querkréfte
symmetrisch und die Normalkréfte und Biegemomente antimetrisch. Bei symmetrischer
Belastung sind in Schnittpunkten des Tragwerks mit der Symmetrieachse die Kréfte in
Richtung der Symmetrieachse Null. Bei antimetrischer Belastung sind in Schnittpunkten

des Tragwerks mit der Symmetrieachse die Kréfte senkrecht zur Symmetrieachse und die
Momente Null.

Aufgrund dieses Satzes konnen symmetrische Tragwerke jeweils fiir die symmetrische und
antimetrische Belastung in Teilstrukturen zerlegt werden. Fiir den Rahmen von Abbildung
6.12 sind diese Teilstrukturen in Abbildung 6.14 dargestellt.

: .
i 1
1 ]
I i
mjp M=O iy

v=0 H=0
symmetrisch antimetrisch

Abbildung 6.14: Teilung eines symmetrischen Stabtragwerkes in Teilstrukturen

Befindet sich in der Symmetrieachse eines Stabwerkes ein Stab (Abbildung ?7), dann gilt
ebenfalls Satz 6.2. Die Teilung des Tragwerkes in Teilstrukturen ist in Abbildung 6.156
(b) und (c) dargestellt.
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Fiir die Teilstrukturen unter symmetrischer und antimetrischer Belastung kénnen die Kno-
tenverformungen, die Stabendkrifte und die Schnittgrofien nach dem Weggrofienverfahren

berechnet werden.

ia} q (b) (c) ? \

| —
|
E H
Al Al2 1,02
1} —=H

by Am

Symmetrieachse symmetrisch antimetrisch

Abbildung 6.15: Teilung eines symmetrischen Stabtragwerkes mit Stab in der Symmetrie-

achse in Teilstrukturen

Nach der Berechnung werden die Schnittgrofen fiir den symmetrischen und den antime-

trischen Lastfall zum Gesamtsystem ergénzt.

Beim symmetrischen Lastfall werden die Knotenverformungen, die Normalkraft N (z) und
das Biegemoment M (z) symmetrisch und die Querkraft Q(z) antimetrisch ergénzt. Beim
antimetrischen Lastfall werden die Knotenverformungen, die Normalkraft N(z) und das

Biegemoment M (x) antimetrisch und die Querkraft ()(z) symmetrisch ergéanzt.

Die Verformungen (Schnittgrofen) unter vollstédndiger Belastung sind die Summe der
Verformungen (Schnittgrofien) infolge symmetrischer und antimetrischer Belastung (Su-

perpositionsprinzip).
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Aufgaben:

6.1 Stellen Sie fiir die abgebildeten Stabwerke die Grundgleichung
des Weggroflenverfahrens nach den drei in Abschnitt 6.1 bis

6.3 beschriebenen Verfahren auf.

{(a) 1875 KNm 1,875 kNm
: - 4
05KNY ¥ | oskn I, = 0,194:10"% m
o Y
1 @ 2 X T -7 2
@ @ Sm A = 0,285-10 m
3 A i 8 2
E = 2,110 kN/m
V2
- 5m !
(b)
- b
8 = 0,194.10 4 m
9 2

= 0,285+10 “ m

8 2
= 2,110 kN/m

Die Elemente @ und 10 sind Fachwerkstébe
6.2 Stellen Sie fiir den ebenen Rahmen von Aufgabe 6.1 (a) die

Grundgleichung des Weggroflenverfahrens nach dem Drehwin-
kelverfahren (Abschnitt 6.4) auf und 16sen Sie das Gleichungs-
system.

6.3 Stellen Sie fiir das abgebildete Stabtragwerk die Grundglei-
chung des Weggrolenverfahrens nach der direkten Steifigkeits-

methode auf und l6sen Sie das Gleichungssystem.

- 4
10KN I, = 0,194:10 b
| AL = 0,285+10 “ m

A2 A2 0Om s 2
LA, J- A, = 0,100+10 ° m

8 2
E = 2,1-10 kN/m

o] 2N BN —arfes M| 2 o



Kapitel 7
Sonderfille der Belastung

Die Belastung eines Stabwerkes tritt iiblicherweise nicht - wie wir bisher vorausgesetzt

haben - in Form von Knotenlasten auf. Die typischen Lastfille sind

Eigengewicht, Windbelastung, Verkehrslasten,

Temperaturbelastung, Vorspannung,

Vorverformung und Stiitzensenkung.

Im folgenden wird gezeigt, wie diese Lastfille — die Regelfille der Praxis — auf Kno-
tenlasten zuriickgefithrt werden kénnen. Vom Standpunkt der Matrizenrechnung aus sind
die Lastfélle deshalb als Sonderfille der Belastung zu betrachten.

7.1 Ersatzknotenlasten

Belastete Stabelemente werden durch Lasten beansprucht, die zwischen den Knoten an-
greifen. An den beiden Knoten des Elementes sind Verformungs- und Kraftgrosen defi-
niert. Fiir die Berechnung der Ersatzknotenlasten eines belasteten Stabelementes denkt
man sich alle Stabendverformungen zu Null gesetzt (homogene Randbedingungen der

Verformung). Dies ist beispielhaft in 7.1 dargestellt.

Die Stabendkrifte des belasteten Elementes mit homogenen Randbedingungen der Ver-
formung werden mit SZR bezeichnet. Die Berechnung dieser Krifte kann iiber die Losung
der vollstandigen Differentialgleichung der Balkentheorie erfolgen. Es kénnen aber auch
andere aus der Baustatik (/28/, /74/, /79/) bekannte Verfahren benutzt werden. Die Sta-
bendkrifte fiir die iiblichen Lastfille ebener Stabtragwerke sind in 7.1 zusammengestellt.

Bei der Verwendung anderer Tafelwerke sind die Vorzeichendefinitionen zu beachten.

Beispiel 7.1:

104
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Ssl\»ifxmm_ﬂ/ﬂ -5

le O i
Skz SRs

Randbedingungen: Uy, ..., Ug = 0

Abbildung 7.1: Stabendkréfte eines belasteten Balkenelementes

q
~ Sr1 444 Se ) L.
Ska N @) r SRe
5;?2 Y: gf‘as
[ [‘ ——— EI = const.

i EA = const

Abbildung 7.2: Element mit konstanter Streckenlast

Fiir das in Abbildung 7.1 dargestellte, mit einer konstanten Streckenlast belastete Ele-
ment, sind die Stabendkrifte S, aus den Differentialgleichungen der Balkentheorie zu

bestimmen.

Die Differentialgleichungen eines Balkens mit konstanter Streckenlast unter Vernachléssi-
gung der Querkrafteinfliisse sind nach (3.1) und (5.11) mit w = w,, ¢ = ¢, und u = w,:
Elw'V(z) = ¢
FEAY' (z) = 0.
Mit den homogenen Randbedingungen
w(0) = wl) = u0) = ul) = 0
w'(0) = W) = 0
ergibt sich fiir die Biegelinie
gzt T g7

Elw(m) =50 =5+ 75

und fiir die Normalverformungen

FEAu(T) = 0.

Die Stabendkrifte erhdlt man durch Einsetzen in die Differentialgleichungen (vgl. Ab-
schnitt 5.1 und 3.1):
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—S = N(O) = EAuw(0) = 0
—Sp = Q0) = Elw“(0) = q¢{/2
—Sps = M(0) = Elw“(0) = q*/12
—Sp = N({) = BAuw(0) = 0
S = Q) = Aw(0) = —ql/2
—Sp = M) = Aw(0) —ql?/12.
Damit ist

.

—ql/2
_ ql?/12
§R: -

0
—ql/2
| q?/12 ]

Die Stabendkréfte SLR werden nun auf globale Koordinaten transformiert:

Sty = Lb Sy (7.1)

L', ist die bekannte Drehungsmatrix (Abschnitt 3.4). Nach der Berechnung der Stabend-
krafte SR aller belasteten Stabelemente wird der Ubervektor S r fiir das Gesamttragwerk
gebildet. Fiir unbelastete Elemente ist St = 0. Mit den Stabendkriften S r werden die

Ersatzknotenlasten wie folgt definiert:

Definition 7.1: Ersatzknotenlasten sind die statisch dquivalenten Knotenlasten des Ge-
samttragwerkes fiir die Stabendkriéfte Sp. Die Stabendkriéfte S ergeben sich bei homo-
genen Randbedingungen der Verformung aller Elemente.
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Die Ersatzknotenlasten werden mit Ry bezeichnet. Fiir das Gesamttragwerk muss gelten

(statisch aquivalent):

Q§R+ER - Q (7-2)
oder Rp = —-C Sp.

C ist die Inzidenzmatrix (Abschnitt 4.6). Durch das Produkt C' Sp erhdlt man kompo-
nentenweise die Summe der auf einen Knoten des Stabwerkes einwirkenden Krifte. Die
statisch dquivalenten Knotenlasten sind die negative Summe dieser Krifte.

Die weitere Berechnung erfolgt nach dem Weggroenverfahren. Wir nehmen an, dass
zusétzlich zu den Ersatzknotenlasten Rp Knotenlasten R am Stabwerk angreifen. Die

Knotenverformungen r erhélt man aus
Kr=R+ Ry (7.3)

Die Steifigkeitsmatrix K wird fiir das Stabtragwerk mit unbelasteten Elementen aufge-
stellt. Fiir die Stabendkréfte infolge Knotenlasten gilt (Kapitel 6):

F = kar, (7.4)
S = T Ea
und S = Lp8S. (7.6)

Die Stabendkréfte S sind mit den Knotenlasten R und den Ersatzknotenlasten Rp im
Gleichgewicht, d.h.

CS=R+ Rpg. (7.7)
Durch Addition von (7.2) und (7.7) erhélt man:

C(S + Sp) = R. (7.8)

Die Summe der Stabendkréfte (S) infolge der Knotenlasten und Ersatzknotenlasten und
der Stabendkrifte (Sy) ergeben die tatsdchlichen Stabendkriifte:

§+ = §+§R- (7-9)

Ublicherweise werden die Stabendkriifte auf lokale Koordinaten transformiert:

5" = LL(S + Sp). (7.10)
Fiir die Knotenverformungen r ist keine weitere Transformation erforderlich: in den Kno-
tenpunkten stimmen die Verformungen infolge Ersatzknotenlasten mit den tatséchlichen
iiberein. Die SchnittgroBsen und Verformungen als Funktion der lokalen Koordinate = der
belasteten Stabelemente miissen unter Beachtung der Randbedingungen und der Belas-
tung der Elemente berechnet werden. Man berechnet zunéchst die Funktion infolge der
Knoten- und Ersatzknotenlasten und addiert dazu die Funktion infolge der Belastung im
Element bei homogenen Randbedingungen der Verformungen analog zu Gleichung (7.9).
In 7.1 wird dieser Berechnungsgang qualitativ fiir eine Verformungsfunktion w™ darge-
stellt.

Die Verformungen w*(Z) — die Biegelinie des Stabtragwerkes — erhilt man als Summe



108 KAPITEL 7. SONDERFALLE DER BELASTUNG

i
|
|
!
tatsdchliche |
Verformung

Ersatzsystem homogene
Randbedingungen

der Verformung

7777 77T’

Abbildung 7.3: Verformungsberechnung mit Ersatzknotenlasten
Zusammentassung des Rechenganges:

1. Berechnung der Stabendkrifte Sp und Sp aller Stabelemente fiir homogene Rand-
bedingungen der Verformung;

2. Berechnung der Ersatzknotenlasten Ry, ;
3. Berechnung der Verformungen r fiir R + Rp;

4. Berechnung der Stabendkriifte S, S™ und S;

5. Berechnung der Schnittgrofisen und Verformungen als Funktionen der lokalen Ko-

ordinate .

Mit Ersatzknotenlasten kann auch der Lastfall Temperatur erfasst werden. Die Stabend-
kriafte werden auch hierfiir am Element unter “Temperaturbelastung” mit homogenen
Randbedingungen der Verformung ermittelt. In Tabelle 7.1 sind die Stabendkréfte fiir die
iibliche Temperaturbelastung aufgenommen. Im iibrigen verldauft die Berechnung wie bei
einer dusseren Belastung der Elemente. Durch die Berechnung eines Stabtragwerkes mit
Ersatzknotenlasten konnen damit alle Lastfdlle mit verteilter Belastung erfasst werden.
Dieser Rechengang wird im folgenden am Beispiel eines Rahmens fiir konstante Strecken-
last im Riegel gezeigt.
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Tabelle 7.1: Stabendkréfte infolge Belastung im Element
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L I, = 0,194-10~*m*
: ‘ A = 0,285-1072m?
k : ar = 1,2-107%/°C

E = 21-10*kN/m”’

Abbildung 7.4: Rahmen h = 0,20m

Beispiel 7.2:

Der in 7.1 dargestellte Rahmen wird durch eine konstante Streckenlast von 5 kN/m be-
lastet. Gleichzeitig wird der Riegel aussen um 80°C und innen um 30°C erwidrmt. Die
Ermittlung der Stabendkriifte Sp am Element (2) nach 7.1 und 7.1 ergibt:
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RS kN ﬁ37,5kf\|
- —_— —
395,01 kN|? 2§ 39501kN x
T /S1,53 kNm @ 8153 kNm\\
5m
® @
3 4
> Veserd
‘-
fe———— 15m |
Abbildung 7.6: Ersatzknotenlasten am Tragwerk
Koordinatentafel Verkniipfungstafel
Knoten | z [m] =z Element | Knoten | [;[m] | cosa | sinq
1 0 | o0 Lo
2 |15 | 0 @ |1] 3| 5 0 1
3 0 | 5 11 3 15 1 0
4 |15 | 5 ® |2/ 4| 5 | 0 1
Spm = 0 + 395,01 = 395,01 [kN]
Spe = =37,50 + 0 = —37,50[kN]
Sps = 93,75 — —12,22 =  81,53[kN]
Spa = 0 + —=395,01 = —395,01[kN]
Sps = —=37,50 + 0 = —37,50[kN]
Spe = —93,75 + 12,22 = —81,53[kN]

15Sm

Abbildung 7.5: Stabendkriifte S

In Abbildung 7.1 sind die sich aus den Stabendkriiften S mit den Gleichungen (7.1)

und (7.2) ergebenden Ersatzknotenlasten Ry in ihren Wirkungsrichtungen am Tragwerk

aufgetragen.

Die Steifigkeitsmatrix A wird mit den im Anhang A3 angegebenen Elementmatrizen fiir
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Element — (O ® ® Knoten
(3¢ 0 0 ]
0 0,72 1,8
0 1,8 6
2F1, c 00
k= 0 0,0267 0,2
0 02 2
3c 0 0
0 0,72 1,8
0 18 6 |

2F1,/15 =543,2kNm ¢ = A/(2I,) = 73,4536 m~>

Als Steifigkeitsmatrix erhélt man (Berechnung mit SMIS):

[ 40,29 0 0,98 | —39,90 0 0
119,71 —0,11 0 —0,01 —-0,11
K =Tk a=10° 4,35 0 0 0,54
40, 29 0 0,98
symmetrisch 119,71 0,11
i 4,35 |

Mit dem Lastvektor (R = 0) :

(R+ Rp)T =[-395 37,5 —81,5]395 37,5 81,5
erhalten wir als Losung des Gleichungssystems Kr = Ry :

rT =1073[-4,679 0,313 —20,238]4,679 0,313 20,238].

Den Vektor der linear unabhéngigen Stabendkréfte £ erhilt man mit (7.5) zu:
FT =[-37,5 —21,62 —37,56 373,30 0 10,99 | —37,5 21,62 37,56].

Die Stabendkrifte werden mit (7.9) und (7.10) berechnet:
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+2

(Wl
I

373,39

37,50
21, 62
—170, 54

—37,50

—21,62

| —37,56
[ 373, 39
0
—10,99

0
—10,99

—395,01

| —81,53 |

95,01
—37,50
81,53

—37,50

—37,50

| 37,56

37,50
—21,62
70, 54

21, 62

21, 62
—37,50
70, 54

—37,50

—21, 62

| —70,54 |

Dimension [kN, kNm]
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Unter Beachtung der Vorzeichendefinition (4.5) lassen sich die Zustandslinien des Rah-
mens darstellen (Abbildung 7.1).

21,62

375

375 [&

2162

705

ql IB 140,63

70 54

375
€]
N 1)

21,62

. H 375H \L
@ wn) ™ (kle

Abbildung 7.7: Zustandslinien, Dimension

7.2 Vorverformungen

Die Berechnung eines Stabtragwerkes mit Vorverformungen ist eine zweite Moglichkeit zur

Beriicksichtigung von Stabelementen mit verteilter Belastung, mit Temperaturbelastung

oder mit Passungenauigkeiten (Vorverformungen). Ausgangspunkt sind hierbei Vorverfor-

mungen der Stabelemente.

Definition 7.2: Vorverformungen sind Stabendverformungen eines statisch bestimmt gela-

gerten Stabelementes, die nicht durch Stabendkréfte verursacht werden.

Mit dieser allgemein gehaltenen Definition ist es moglich, eine Vielzahl von Lastfillen

zu erfassen. Beispiele fiir solche Lastfille sind in 7.2 fiir ein ebenes Stabelement zusam-

mengestellt. Durch die statisch bestimmte Lagerung ergeben sich Nullkomponenten der
Stabendkrafte. Den Vektor der Stabendkrifte eines Elements (i) einschliesslich der Null-

) T
komponenten bezeichnen wir mit S|,.
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Durch die zu einem Element gehorende statisch bestimmte Lagerung (7.2) wird ein Teil
der Stabendverformungen (Starrkérperverschiebungen) zu Null gesetzt. In Richtung der
Nullkomponenten der Stabendkriafte treten infolge der Belastung Stabendverformungen
auf. Den Vektor der Stabendverformungen einschliesslich der Nullkomponenten bezeich-

nen wir mit u,.

Ersatzknotenlasten und
Vorvertormungen

Belastungsfalle :

Temperatur, vertellte Lasten,
Stapelement - Typ @ Panungenauigk est Einzellasten

AL E .z Lz .o W A 2
237 5w = 50 =0 5,20,0,40 5,405,150
Uy =0;=0,5=0

; Stapelement « Typ b } 2

185525420 §,:01, #0 5,300, %0

Uyy == Uy3=0

Abbildung 7.8: Vorverformungen eines ebenen Stabelementes

Fiir Temperaturbelastung und Passungenauigkeiten gilt

Satz 7.1. In einem statisch bestimmten Tragwerk verursachen die Lastfalle Temperatur
und Passungenauigkeit keine Lagerreaktionen.
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ayoysipuyasiang =y
Jaizijaonnjosedws) = o

Smw. .. *"n
by et

l
] v3 B
0 0 d 0 0 O,n_ _1
q+o =)
od d- 0 3 _|__f139 0 — *3
o4 |T1Z+a) 59 g+ 0=
9 1.2 z 137 ‘13021 !
Trib+bz) | Y - 0 ,
1 " Tp4ip (‘b+be)el - | (b7 +bu),) ° No% °
0 0 0 0 0 v RN
y1axbinousbungng
11 Injpsadwajeisiny
) z
y i Y 1y (a0, T ik )
0 TP 1 0 - I II‘IN -
i 0 Ik NI g 5 - H
1) ~—
Y} -2y =)y injpsadwa]
n n n n n n
s | s | wg| om | sm n TIV4LSVY

Tabelle 7.2: Vorverformungen und Stabendkréfte fiir Stabelement Typ-b
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Im Element (i) ergibt sich deshalb fiir die Lastfille Temperatur und Passungenauigkeit
S, # 0, (7.2). Bei allen anderen Lastfillen ist S, # 0. Fiir die folgende Ableitung des
Rechenganges mit Vorverformungen nehmen wir den allgemeinen Fall mit SL # 0 an und

betrachten den Lastfall Temperatur und Passungenauigkeiten mit Szu = 0 als Sonderfall.

Zuniéchst werden u', und SL am statisch bestimmt gelagerten, belasteten Stabelement
berechnet. Die Vorverformungen @, konnen mit dem Arbeitssatz oder mit den Differen-
tialgleichungen der Balkentheorie berechnet werden. Die Stabendkrifte S; erhélt man
aus den Gleichgewichtsbedingungen des statisch bestimmt gelagerten Elements. Fiir die
haufigsten Lastfille sind die Ergebnisse in Tafeln zusammengestellt (7.2). Mit den bekann-

ten Drehungsmatrizen (3.4) werden @, und SL auf globale Koordinaten transformiert:

W =L, (7.12)

u?

Si=Li S, (7.13)

Durch Verbindung der einzelnen Elemente zum Gesamtsystem entstehen zusétzliche, elas-
tische Stabendverformungen u. Die Summe der elastischen und der Vorverformungen w,,
muss die Vertriglichkeitsbedingung in den Knotenpunkten erfiillen, die sich nach (??) wie
folgt darstellt:

C'r. (7.14)

IS
+
[S
g

I

Bekanntlich gilt fiir die elastischen Stabendverformungen:

S =ku. (7.15)
Die kontragrediente Transformation von (7.14) ergibt die Knotenlasten:
R=C(S+5S,) (7.16)

Durch Auflésen von (7.14) nach

g:C’Tr—uu
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und Einsetzen in (7.15) erhélt man

S =k(C"r —u,). (7.17)
Mit (7.16) folgt weiter:

CkC"r=R-CS,+Cku, (7.18)

Dies ist identisch mit:

=
I

=
Q

+ R, +C ku, (7.19)

r

Durch Vergleich mit (7.3) erkennt man, dass der Vektor der Ersatzknotenlasten Ry hier
aus zwei Anteilen besteht: den Ersatzknotenlasten R, und dem Anteil der Vorverformun-

gen C' k w,
Rrp=R,+C ku,. (7.20)

Die Stabendverformungen sind nach (7.14) die Summe der elastischen Stabendverformun-
gen und der Vorverformungen. Die elastischen Anteile der Stabendkréfte S erhélt man
aus (7.17). Die Stabendkréfte des tatsichlichen Stabwerkes sind:

StT=5+5,. (7.21)

Die Riicktransformation auf lokale Koordinaten erfolgt wie {iblich mit der Drehungsmatrix
Lp:

St =LTst. (7.22)

Die einzelnen Schritte des Rechenganges sind im folgenden zusammengefasst:

Zusammenfassung des Rechenganges:
1. Berechnung der Stabendkrifte S, und der Vorverformungen %, ;

2. Berechnung der Ersatzknotenlasten R, und der Vorverformungsanteile C' k u,,;

3. Losung der Grundgleichung des Weggrdflenverfahrens mit den Lasten R + R, +
C k uy;

4. Riickrechnung der Stabendkrifte durch Superposition;

5. Berechnung der Schnittgrofien und Verformungen wie in Abschnitt 7.1.

Die Berechnung mit Vorverformungen wird durch ein Beispiel erldautert:
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Beispiel 7.3: Fiir die in Beispiel 7.2 berechneten Rahmen unter Temperatur und konstanter
Streckenlast (7.1) sollen der Lastvektor infolge Vorverformungen und Ersatzknotenlasten
aufgestellt und die Stabendkréfte berechnet werden. Aus 7.2 ergibt sich fiir die Lastfille

konstante Streckenlast und ungleichméssige Temperaturerhohung folgender Vektor der

Vorverformungen:
0] 0] 0]
0 0 0
0 0 0 : :
5 o —_— + = |— Dimension
us =u;, = 0,0099 0 0,0099
[rad, m]
0,3375 7,7665 8,1040
| —0,0450 | | —0,6904 | | —0,7354 |
(Temperatur) (konst. Streckenlast)

Die Elementsteifigkeitsmatrix &% wird nach Anhang A3 gebildet:

[ 39900 0 0 —39900 0 0
14,485 —108, 64 0 —14,485 —108,64
12 1086, 4 0 108,64 543,20
N 39900 0 0
symmetrisch 14,485 108, 64
I 1086, 4

Die Transformation auf globale Koordinaten nach (7.13) und die Verkniipfung zum Ge-

samttragwerk ergibt damit fiir den Lastvektor C' k w,:

[ —395,01 ]
—37,50
480, 95
395,01
37,50

| 81,50

Aus Tabelle 7.2 ergibt sich fiir den Lastfall konstante Streckenlast folgender Vektor der

Stabendkréafte:

I
|7~
IS
IS

I

Dimension [kN, kNm)]

0
75,0
— 562, 5
ﬁi = ﬁi = T’ Dimension [kN, kNm]|
0

0

Mit ﬁi werden die Ersatzknotenlasten R, nach (7.18) und (7.19) berechnet und zu C k u,,
addiert. Nach Gleichung (7.20) ergibt sich der in Beispiel 7.2 berechnete Ersatzknoten-

lastvektor Rp:
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[ —395,01 |
37,5
481, 0
395, 01
37,5
81,5

[ —395,01 |
37,5
—81,5
395,01
37,5
81,5

Dimension [kN, kNm]
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Mit der Steifigkeitsmatrix von Beispiel 7.2 werden die Knotenverformungen r berechnet:

r’' =1073[-4,679 0,313

—20,238 | 4,679 0,313 20,238].

Die Transformation auf Elementverformungen nach Gleichung (7.14) ergibt

1 _ 10—3

I=

2 _ 1073

I

[ —4,679

[ —4,679 ]

0,313

—20,238

0
0
0

0,313

—20,238

—4,679
0,313

20,238

0
0
0

8, 1040
| —0,7354

0, 0099

=103

[ 4,679

20,238

—20,238

—810, 087
| 755,64

0,313

—0
0
0 m

—4,679 |

—0,313

—5,221

Dimension [rad, m]

Damit konnen die Stabendkréfte mit den Gleichungen (7.15) und (7.21) bestimmt werden.

[ —21,62 ]
37,50
—70,54

21,62
—37,50

| —37,56 |

512 erhilt man aus

nn

+2
=S5 =k u? + s

21,62
37,50
70, 54

921,62
—37,50
37,56

[ —37,50
—21,62
—70, 54
—37,50
21,62

| 37,56 |

9}

37,50
21,62
70, 54

37,50
—21,62

37,56

Dimension [kN, KN m)|
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21,62 | 0 [ 21,62
37, 50 —75 —37,50
S 492,94 + 262,5 = _ 70,56 Dimension [kN, kNm]
—21,62 0 —21,62
—37,50 0 —37,50
| 70,51 | 0] | 70,51 |

7.3 Zwangsverformungen der Lager

Bei der statischen Berechnung gréflerer Tragwerke ist haufig der Lastfall “Stiitzensen-
kung”, “Widerlagerverschiebung” oder “Widerlagerverdrehung” zu beriicksichtigen. Mit
diesen Lastfillen soll der Einfluss einer vorgegebenen Knotenverformung (Zwangsverfor-
mung) auf das Tragwerk erfasst werden. Die Ursache solcher Zwangsverformung sind
iiblicherweise Setzungen des Baugrundes. Die Zwangsverformungen konnen jedoch auch

als Verschiebungswege von Hubvorrichtungen vorgegeben sein (7.3).

Stitzensenkung eines Durchiauf -
tragers - Baugrundsetzung

SplndeT—

. ¢ bekannt
M : unbekannt

Montagelager, Anheben m
Freiwvorbau einer Brucke

Abbildung 7.9: Beispiele fiir Zwangsverformungen

Zusammenfassend fithren wir folgende Bezeichnungsweise ein

Definition 7.3: Zwangsverformungen r, sind vorgegebene (bekannte) Verformungen des

Tragwerkes.
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In Richtung der Zwangsverformungen koénnen sich die dufleren Krifte (Lagerreaktionen)
frei einstellen (vgl. Def. 4.2). Diese Lagerreaktionen werden mit R, bezeichnet. Fiir die
Berechnung wird in Richtung aller Verformungskomponenten, also auch in Richtung der
bekannten Zwangsverformungen, die Grundgleichung des Weggriéfsenverfahrens formu-

liert:

Ky, Ky, T _ R (7 23>
Ky Koy r, R,
Die Gesamtsteifigkeitsmatrix
_ K11 Kl? (7 24)
B Ky Ky

ist dieselbe wie fiir ein Tragwerk mit bekannten Knotenlasten

(B*)" = [RR]]

und Knotenverformungen

(rH)" = "1,

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit wird jedoch davon ausgegangen, dass im Vektor
der Knotenverformungen r* die unbekannten Verformungskomponenten r; vor den be-

kannten Komponenten r.; angeordnet sind. Damit sind auch die Untermatrizen K,; nach
(7.24) in der Gesamtsteifigkeitsmatrix K festgelegt.

Gleichung (7.23) ist ein System von zwei gekoppelten Matrizengleichungen.



122 KAPITEL 7. SONDERFALLE DER BELASTUNG
Die einzelnen Gleichungen sind:

Kyr+Kypr, = R, (7.25)
Koyr+ Kpr., = R.. (7.26)

Wegen der Symmetrie (vgl. (5.11)) von K gilt
K, = Kgr (7.27)
Aus (7.26) konnen die unbekannten Knotenverformungen bestimmt werden; man erhélt:

Kuf = R-— Klzfz (7.28)
oderr = Ki'(R— Kpr.). (7.29)

Ublicherweise wird jedoch die Losung des Gleichungssystemes (7.29) der Inversion von K,
und der nachfolgenden Bildung des Matrizenproduktes vorgezogen. Durch Einsetzen der
Losung r in (7.26) erhdlt man die unbekannten dufleren Kraftgrofisen R, als Lagerreaktion
in Richtung der vorgegebenen Zwangsverformungen. Die Berechnung der Stabendkrifte

erfolgt mit den Knotenverformungen
()" =["r]] (7.30)

nach dem Weggriéfsenverfahren. In den diesbeziiglichen Gleichungen des Weggréfenver-
fahrens (Kapitel 6) ist r durch r™ zu ersetzen; die einzelnen Matrizen sind durch den
Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix & nach (7.24) bekannt. Der Rechengang wird durch

das folgende einfache Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 7.4: Fiir den in Abbildung 7.3 dargestellten einhiiftigen Rahmen werden die Kno-

tenverformungen fiir eine Stiitzensenkung des Knotens 3 um 0,5 m berechnet.

7 2
2 @ 3 EI_ = 6,310 kNm
‘IV X \\\\ AIA:O,Sm Y 6
Y1: e EA = 2,52.10 kN
5m @
L
I 7.5m .|

Abbildung 7.10: Einhiiftiger Rahmen mit Stiitzsenkung

Die Steifigkeitsmatrix stellt man mit einem der in Abschnitt 6.2 oder 6.3 beschriebenen
Verfahren auf.
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6,384 0 15,12 0 0
2,296 —6,72 | —1,792 | —6,72
K =106 84 6,72 | —16,8
symmetrisch 1,792 6,72
I 33,6
T2z T2z 02 T3, = T2 05

Durch Umordnung wird der Freiheitsgrad der Zwangsverschiebung der letzten Zeile und

Spalte von K zugeordnet. Die Einteilung entsprechend Gleichung (7.23) ergibt:

(6,384 0 15,12 0 0
2,296 —6,72 —6,72 | —1,792
84  —16,8| 6,72

K =10 .
symmetrisch 33,6 6,72
I 1,792 |
Tog 22 92 r3; =T, 93

Fir den Lastvektor nach Gleichung (7.29) erhdlt man mit 7, = 0,5 m und R = 0:
0

0,896
—3, 360
—3, 360

R— Kor, = 10° Dimension [kN, kNm]

Die Losung des Gleichungssystems (7.29) ist

0,0754 To
0,1229 .
r= ’ — | " | Dimension [m]
—0,0319 0y
—0,0595 0

Die Stabendkrifte werden mit r* nach Gleichung (7.30) berechnet.

Die Berechnung nach dem Weggrofisenverfahren ist unabhéngig von der Redundanz des
Tragwerkes. Vorausgesetzt wird nur, dass die Knotenverformungen linear unabhéngig sind.
Mit Bezug auf die Berechnung mit Zwangsverformungen bedeutet dies, das das Tragwerk
unverschieblich sein mus. Es mus sich also eine nichtsinguldre Matrix K,; ergeben (vgl.
(7.23)).

Mit dem Weggrofisenverfahren kénnen auch statisch bestimmte Tragwerke mit Zwangsver-
formungen berechnet werden. Die Berechnung mit Zwangsverformungen in einem statisch

bestimmten Tragwerk ist jedoch nicht sinnvoll, denn es gilt

Satz 7.2: In einem statisch bestimmten System entstehen durch Zwangsverformungen der
Auflager keine Schnittgréfen.
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Ein statisch bestimmtes Tragwerk wird ndmlich durch einen zusétzlichen Freiheitsgrad der
Verformung zu einer kinematischen Kette. Die Stabelemente einer kinematischen Kette
verhalten sich wie starre Koérper und iibertragen keine inneren Kréfte.

Dieser Zusammenhang ist in 7.3 an zwei Beispielen — einem Dreigelenkbogen und einem
statisch bestimmten Durchlauftriager (Gerbertrager nach A. Gerber 1832 - 1912) — darge-
stellt.

unverformt

unverformt
O

£--7wangsverformung

Zwangsverformung kinematische Kette

Dreigelenkbogen Gerbertrdger

Abbildung 7.11: Zwangsverformungen statisch bestimmter Stabtragwerke
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Aufgaben:

7.1 Fiir ein Element mit einem Momentengelenk im Innern ist der Vek-
tor der Stabendkrifte S, nach dem in Abschnitt 7.1 beschriebenen

Verfahren fiir eine konstante Streckenlast zu bestimmen.

q =i

L Sre

R1 Y \‘l rl Y Y Y Y Y _i
g ' ~ - g S
R2

vz @ R
£l = const
EA = corst

q et b
{

Abbildung 7.12: Zwangsverformungen statisch bestimmter Stabtragwerke

7.2 Fiir den dargestellten Rahmen ist der Vektor der Ersatzknoten-
lasten aufzustellen. Die Schnittgrofisen sind zu ermitteln und gra-

phisch darzustellen.

TkN/m
2kNm/,. ] Y ¥ l RS
T 5 6

K

Ny @ © T EL, = 4074 kNm?
@ @ @ 5m EA = 593500 kN
A
l—-—2,5m—|—-—2.5m-—+——2,5m+—2,5m4-l»

Abbildung 7.13: Zwangsverformungen statisch bestimmter Stabtragwerke

7.3 Fiir ein Element mit Momentengelenk im Innern ist der Vektor der
Vorverformungen @L und der Stabendkrafte SZ nach dem in Ab-
schnitt 7.2 beschriebenen Verfahren fiir eine konstante Streckenlast
zu bestimmen (siehe Aufgabe 7.1).

7.4 Der Rahmen von Aufgabe 7.2 ist iiber Vorverformungen zu berech-

nen.
7.5 Der Rahmen von Aufgabe 7.2 ist fiir eine zusétzliche Zwangsver-

drehung des Lagers 1 um 10° entgegen dem Uhrzeigersinn zu be-

rechnen.
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Kapitel 8
Einflusslinien

Viele Tragwerke werden durch Lasten beansprucht, die in einem festgelegten Bereich zeit-
lich ihren Angriffspunkt &ndern. Die Verteilung und der Wirkungssinn der Lasten bleiben

hierbei erhalten.

[—’A Ansicht A-A
im 3 - [ t ._:-:_Cf_:‘—ﬂ _____ .H.__

Last

'E W acad o
A

Halle mit Kranbahn

/ Lastenzug
_Z‘ | ot ) o . r pacss kpepmream B i,,:__

S
JP‘»\ s
Stabbogenbrucke
{ Ersenbabnbrucke }

Schwerlast -
wagen

o)

Schraogseilbrucke

Abbildung 8.1: Tragwerke mit beweglicher Belastung

Beispiele solcher Tragwerke sind in Abbildung 8 dargestellt, es sind dies Krankonstruk-
tionen mit planméssig verdnderlicher Laststellung, Kranbahnen in Hallentragwerken und
Briickentragwerke des Strassen- oder Eisenbahnbaues mit Verkehrslasten. Durch die be-

weglichen Lasten werden dynamische Kréfte hervorgerufen. Im allgemeinen konnen diese



128 KAPITEL 8. EINFLUSSLINIEN

Bei einer Berechnung mit Einflusslinien ldsst sich der Rechenaufwand reduzieren. Diese

Berechnungsverfahren sind Gegenstand der folgenden Abschnitte.

8.1 Grundlagen des Rechnens mit Einflusslinien

Die Berechnung erfolgt im wesentlichen in zwei Schritten:

1. Zunichst ersetzt man die bewegliche Lastgruppe (Lastenzug) durch eine gleichge-

(13

richtete Einheitskraftgrosse, durch eine “wandernde Einheitslast”. Der Einfluss die-
ser Einheitslast auf eine Kraft- oder Verformungsgrosse wird durch die Einflusslinie

ausgedriickt.

2. In einem zweiten Rechenschritt, dem Auswerten der Einflusslinie, wird der Einfluss
der beweglichen Lastgruppe unter Anwendung des Superpositionsprinzips mit Hilfe

der Einflusslinie berechnet.

Die einzelnen Begriffe bediirfen einer Préazisierung. Den Bereich, den die bewegliche Last-
gruppe {iiberdeckt, bezeichnen wir als Belastungsbereich. Der Belastungsbereich wird
durch eine Folge von Elementnummern beschrieben, die den Weg des Lastenzuges kenn-
zeichnen. Beispiele zur Beschreibung des Belastungsbereiches sind in Abbildung 8.1 dar-

gestellt.
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Die Belastung wurde bisher immer in globalen Koordinaten angegeben. Diese Vereinba-

rung behalten wir auch fiir den Lastenzug bei.

Definition 8.1 Die Ordinaten des Lastenzuges sind den Achsen des globalen Koordina-
tensystems gleichgerichtet. Positive Lastordinaten in Richtung der positiven Achsen des

globalen Koordinatensystems.

e 0 NP [ AN
@ @ @ @ Betastungsbereich
®.0.6.®

Abbildung 8.2: Belastungsbereich

Ublicherweise ist der Lastenzug durch Berechnungsvorschriften festgelegt (Abbildung 8.3).
Die Lastverteilung dieser beweglichen Lastgruppen ist nur fiir die Auswertung der Ein-

flusslinie von Bedeutung. Auf dieses Problem wird an spéterer Stelle zuriickgekommen.

Fiir die Berechnung der Einflusslinien ist die Festlegung der Einheitslast wichtig; hierfiir
gilt die

Definition 8.2 Die Einheitslast ist die positive Finheit der Lastordinate des Lastenzuges.

Beispiele fiir Einheitslasten sind in Abbildung 8.3 angegeben: Fiir einen Lastenzug aus
Einzelkraften oder aus verteilten Kréften ist die Einheitslast eine Kraft vom Betrag 1.
Fiir einen Lastenzug aus Einzelmomenten oder aus einer verteilten Momentenbelastung

ist die Einheitslast ein Moment vom Betrag 1.

Wir kommen nun zu einer ausfiihrlichen Beschreibung der Einflusslinie. Im wesentlichen

gibt es zwei verschiedene Typen von Einflusslinien:

Einflusslinien fiir Weggrdssen und

Einflusslinien fiir Kraftgrossen.

Weg- und Kraftgrossen sind punktweise in dem gesamten Tragwerk definiert. In unserer
diskreten Betrachtungsweise sind die Kraftgrossen entweder Stabendkrifte oder Aufla-
gerreaktionen als Linearkombinationen von Stabendkréiften. Die Weggrossen sind Kno-

tenverformungen oder Linearkombinationen derselben, so z.B. bei Relativverformungen.
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Schwerlastwagen Einheitslast
{ DIN 1072 ) :
g 1
=== Fiachen - PR
iasten
6 x 100 kN
.5 11950])" - Eisenbahnbricken

Achslasten
‘[= T Meterlasten
5x250kN 10/ kvim 80 kN/m l1

Abbildung 8.3: Beispiele fiir Lastenziige und Einheitslasten

Die Beschreibung einer Einflusslinie erfordert deshalb immer mehrere Angaben:

die Weg- oder Kraftgrosse,
die Einheitslast und

den Belastungsbereich im Tragwerk.

Man spricht so z.B. von einer

,Einflusslinie fir eine Knotenverformung r; infolge einer Einheitskraft (oder eines Ein-
heitsmomentes) im Bereich B des Stabwerkes®,

oder von einer

,Einflusslinie fiir eine Stabendkraft S* am Element (&) infolge einer Einheitskraft (oder

eines Einheitsmomentes) im Bereich B“.

Der Funktionswert einer Einflusslinie ist also eine Weg- oder Kraftgrosse des Tragwerkes;
die unabhéngigen Variablen sind die Koordinaten des Angriffspunktes der Einheitslast
im Belastungsbereich. Aus historischen Griinden wird die Einflusslinie, als graphische
Darstellung des funktionalen Verlaufs, selbst als Funktion bezeichnet. Zusammenfassend

gilt:

Definition 8.3 Die Finflusslinie fiir eine Weg- oder Kraftgrisse ist eine Funktion der
Koordinaten des Belastungsbereiches. Die Funktionswerte sind die Werte der Weg- oder

Kraftgrosse, die durch eine Einheitslast im Belastungsbereich auftreten.

Zur deutlichen Unterscheidung der Einflusslinien von Zustandsgréssen werden neue Be-
zeichnungen eingefiihrt:
FEine Einflusslinie wird prinzipiell mit dem Buchstaben g bezeichnet.

Durch den Buchstaben g soll angedeutet werden, dass Einflusslinien eigentlich Komponen-

ten der Green’schen Funktion sind /11/. Dieser Zusammenhang wird hier nicht vertieft.
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Die Einflusslinie mit Beschrinkung auf Teilbereiche (i) des Belastungsbereiches wird mit

g; bezeichnet.

Die Teilbereiche sind die Elemente des Belastungsbereiches. Den funktionalen Charakter

der Einflusslinie driicken wir durch Angabe der Variablen aus: Wir setzen

g(x) fiir die Einflusslinie im gesamten Bereich B und

g:(z) fir die Einflusslinie im Element (3.

Es ist meist aus der Aufgabenstellung ersichtlich, fiir welche Weg- oder Kraftgrodse g
ermittelt wird; wo dies nicht der Fall ist und Verwechslungen méglich sind, ergénzen wir

die Bezeichnungsweise auf sinnvolle Weise, so z.B. durch

gi(%,r;) — fiir eine Weggrdsse r; oder
gi(z, SF) — fiir eine Kraftgrosse S¥ im Element (.

Die Einheitslast wird iiblicherweise nur in der Aufgabenstellung gekennzeichnet.

8.2 Einflusslinien fiir Knotenverformungen

Der Ausgangspunkt fiir die Berechnung ist die Grundgleichung des Weggrossenverfahrens
(6.7):

Kr=R (8.1)

K ist symmetrisch und invertierbar. Die Inverse K 1 der symmetrischen Matrix K ist

wieder symmetrisch:

=
I
([@%)

R
mit 6 = K.

Diese Symmetrieeigenschaft von ¢ lésst sich mechanisch interpretieren. Wir betrachten

hierzu die i-te Zeile von (8.1):

r; = 51‘1R1 + (SZ'QRQ + -+ 6mRn

Fiir eine spezielle Belastung R;

R, ={R;=1 und R,=0 fir k#j}

erhalt man:
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T = 52]

Eine zweite Belastung R; ergibt

Tj = 5]1

Aufgrund der Symmetrie ist

0ij = 0ji;

also gilt auch fiir die Verformungskomponenten infolge von Einheitslasten:

=T (82)

Dies ist die Aussage des Satzes von Maxwell /39/:

Satz 8.1 Die Verformung r; eines elastischen Tragwerkes infolge einer Einheitslast R; =

1 ist gleich der Verformung r; infolge einer Einheitslast R; = 1.

Die Giiltigkeit dieses Satzes haben wir hier anhand der Symmetrie der Steifigkeitsmatrix
gezeigt. Der iibliche Beweis des Satzes erfolgt mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten; er

wird hier als bekannt vorausgesetzt /39/.

Selbstversténdlich sind beide Betrachtungsweisen identisch, da auch die Grundgleichung
des Weggrossenverfahrens mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten aufgestellt wird. Einige

einfache Beispiele zur Erlauterung des Satzes sind in Abbildung 8.2 skizziert.

Eine Einheitslast R; = 1 (Abbildung 8.2(a)) erzeugt die Verschiebung r;; dieselbe Ver-

schiebung r; = r; erhdlt man durch eine Einheitslast R; = 1.

Im zweiten Beispiel (Abbildung 8.2(b)) wird gezeigt, dass die Gleichung auch fiir Ver-

schiebungen und Verdrehungen gilt:

Ein Einheitsmoment R; = 1 erzeugt die Verschiebung r;; dieselbe Verschiebung r; = r;
erhélt man durch eine Einheitslast R; = 1. Hierbei ist r; eine Verdrehung und wird im

Bogenmaf (rad) angegeben.
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—_ = 7

(b)

r.= Bogenmal}

(c)

Abbildung 8.4: Beispiele zur Erldauterung des Satzesvon Maxwell (Satz 8.1)

Am dritten Beispiel (Abbildung 8.2(c)) wird die Giiltigkeit fiir einen Trégerrost gezeigt.
Der Satz von Maxwell gilt fiir alle linearen Tragwerke, so z.B. auch fiir Schalen und

Kontinua mit linear-elastischem Werkstoff und kleinen Verformungen.

Der Satz von Maxwell ist die Grundlage fiir die Berechnung von Einflusslinien. Wir
erlautern den Gedankengang, der zur Berechnung von Einflusslinien mit Hilfe des Sat-

zes von Maxwell fiihrt, zundchst an einem Beispiel (Abbildung 8.5).

Beispiel 8.1:
Es wird die Ermittlung der Einflusslinie fiir eine Weggrosse r; in einem Zweifeldtriger

gezeigt. Die Einheitslast ist eine Einzelkraft.

Der Belastungsbereich wird durch 8 Elemente beschrieben. Die Verformungen fiir die
einzelnen Laststellungen sind in Abbildung 8.5 qualitativ skizziert. Die Verformungswerte

in Richtung von r; bezeichnen wir mit dy;; k ist der Belastungspunkt.

Mit dem Satz von Maxwell erhélt man die Verschiebung 671 = 0 entweder als Verschiebung
im Punkt 7 infolge einer Last 1 im Punkt 1 oder als Verschiebung im Punkt 1 infolge einer
Last 1 im Punkt 7.

Der Wert ¢;(0) der Einflusslinie im Punkt 1 ist also gleich 7; und identisch mit dem Wert

der Biegelinie im Punkt 1 infolge einer Last 1 im Punkt 7.

Dieselbe Uberlegung gilt fiir alle anderen Laststellungen; so erhélt man z.B. d75 entweder
als Verschiebung im Punkt 7 infolge einer Last 1 im Punkt 8 oder als Verschiebung im
Punkt 8 infolge einer Last 1 im Punkt 7.



134 KAPITEL 8. EINFLUSSLINIEN

B Inzidenztafel
Laststellungen :
Knoten
S 8 7 6 5 L4 3 2 1 Element l
PRIN IR NN
yv@v©v©i®v©+®v®l D |1]2
A : L L
v ® 213
Biegelinie der Laststellungen : ©) 314
. 6, k @ 315
' ® 316
— 1 2 ® 317
072 T ©) 3|8
/T\ 3
P T 319
5, -0 4 Einflusslinie
8,; > b5 > Bys 91(0)
E - /\ gg(O)
078
® ! 93(0)
IS?S =0 X,(il.——x g4(0)
8y, 8y By By O AT T~ i g5(0)
847 637 0y Oy 96(0)
Einfluflinie
A 97(0)
A, T é T T _é
Elementiangen . (= [ 9s(0)
99(1)

Abbildung 8.5: Beispiel zur Ermittlung einer Einflusslinie

Die Biegelinie des Trégers infolge einer Last 1 im Punkt 7 ist damit gleich der gesuch-
ten Einflusslinie. In allgemeiner Form kann der Zusammenhang zwischen dem Satz von

Maxwell und den Einflusslinien fiir eine Weggrosse wie folgt ausgedriickt werden.

Satz 8.2 Die Finflusslinie fir eine Weggrdosse g(xz,r;) infolge einer wandernden Ein-
heitslast in x (variabel) ist identisch mit der dieser Finheitslast gleichgerichteten Verfor-
mung des Belastungsbereiches, die sich unter der ortsfesten Belastung R; = 1, (R; =
0 fir i j) einstellt.

Damit ist die Berechnung von Einflusslinien fiir Weggrdssen auf eine Verformungsebene
zuriickgefiithrt. Zur nidheren Erlduterung geben wir einige Beispiele (Abbildung 8.6) an.
Die Berechnung der Einflusslinien fiir Weggrossen ist eine Verformungsberechnung und

besteht damit bekanntlich (vgl. Biegelinie) aus zwei Teilen:

Biegelinie
017(= on1)
Oa7

537
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Im ersten Schritt werden die Knotenverformungen r des Tragwerkes berechnet,

im zweiten Schritt die Verformungen der Stabelemente als Funktion der FElement-

koordinaten. Die Berechnung der Knotenverformungen r infolge der Belastung

R={R;, =1, R; =0 fiir j # i} erfordert eine Losung des Gleichungssystems

K r=R, (8.3)

1)

Damit sind die Stiitzstellen der Einflusslinie bekannt: Es sind die zur wandernden Einheits-

last korrespondierenden Knotenverformungen im Belastungsbereich. Die Berechnung der

vurucbellg variabel 1
/Tr’ PR ‘:\\. ..
s L x L > L A
rI
gesucht: g (x,r)
. Ri = 1 ‘ Ri :1
AN L L A L AN
Berechne Verschiebung in Berechne Verdrehung in
Richtung der wandernden Richtung des wandernden
Einheitskraft Einhetsmomentes

V“H\’)

17 L7 17

Belastungsbereich Berechne Verschiebung der

@@@@ Elemente @ @ @ @

in Richtung der wandernden
Einheitskraft

Abbildung 8.6: Beispiele zum Berechnungsverfahren fiir Einflusslinien fiir Weggréssen

Einflusslinien zwischen den Knotenpunkten der Stabelemente kann iiber die Integration er
Grundgleichungen der Balkentheorie erfolgen. Die hierzu erforderlichen Randbedingungen
der Verformungen sind die Knotenverformungen oder auch die Komponenten u’ (globale

Koordinaten) der Stabendverformung, die man aus
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IS
I
I
—
(]

erhalt.

Fiir die Berechnung der Verformungen in den Elementen (i) des Belastungsbereiches wer-
den aus u die Elementvektoren u’ ausgewihlt. Die Einflusslinie wird mit den Stabend-
verformungen in Richtung der wandernden Einheitslast (in globalen Koordinaten) und
mit den Verdrehungen analog zu der Berechnung der Biegelinie (Abschnitt 5.4) ermittelt.
Die Einflusslinie ist ein Polynom dritter Ordnung. Fiir gleichgerichtete globale und lokale
Koordinatensysteme:

g;(Z, 1) = C17° + Co* + C37 + Cy. (8.4)

Fiir das ebene Stabelement (§) des Belastungsbereiches gelten folgende Randbedingungen:

gj 0,m:) = uy

gi(ly,r:) = b
—g;(0,7;) = ) (8.5)
—gi(lj,r) = uf.

Fiir die Konstanten Cf, - - -, Cy erhélt man (vgl. (5.23)):

Ci = (2(u)—ul) — (uf+ud)l;/ L3,

Cy = (uf—ud)/(2l;) —1,5C1;,

Cy = —uj, (8.6)
Cy = 1.

Der Extremwert (Maximum oder Minimum) in einem Element kann iiber die Nullstellen
der ersten Ableitungen der Einflusslinie berechnet werden. Extremwerte fiir g; ergeben

sich entweder in
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T = (—Cy £+ \/C2 — 3C1Cy)/(3C), (8.7)

0<z <10 <y <1y,

oder in den Randpunkten des Elementes. Die Berechnung einer Einflusslinie fiir eine Kno-
tenverformung r; infolge einer wandernden Einheitslast ist im folgenden zusammenfassend

dargestellt:

(1) Festlegung des Belastungsbereiches als Folge von Elementnummern;

(2) Festlegung des Lastvektors R fiir K r=R, (R, =1, R; =0 fiir j # i), R; ist die zu

r; korrespondierende Kraftgrosse;
(3) Verformungsberechnung — Berechnung der Losung r von K r=R;
(4) Bestimmung der Elementverformungen aus u mit u = QTz;

(5) Berechnung der Einflusslinie in Abhéngigkeit der lokalen Koordinate Z in den einzel-
nen Stabelementen als Biegelinie unbelasteter Stabelemente mit Randverformungen.

Die Randverformungen sind Komponenten von w.

6
EI 210 kNm

2 e ’ :

of o | © ® g ! ’
J: : @ .. EA = 10 kN
1 ® ® L+

Abbildung 8.7: Rahmensystem mit wandernder Einheitslast

Wir erldutern diesen Rechengang an einem Beispiel.

Beispiel 8.2:
Fiir das in Abbildung 8.7 dargestellte Stabtragwerk ist die Einflusslinie fiir die Verdrehung

re des Knotens 6 zu ermitteln.

Die korrespondierende Knotenlast ist das Einheitsmoment im Knoten 6 (Rg = 1). Mit
der in Abbildung 8.7 angegebenen Numerierung werden die Koordinatentafeln und die

Verkniipfungstafel aufgestellt.
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Koordinatentafel Inzidenztaftel
Knoten | x[m]z Knoten
N G Element . l;[m] | cos o | cos 3
2 1010 @) 115 5 0 -1
3 20|10 ® 516 | 10 1 0
4 30| 5 ® 216 | 10 0 -1
5 00 @ 6 | 71| 10 1 0
6 1010 ® 31 7] 10 0 -1
7 200 0 © 7181 10 1 0
8 301 0 @) 4 18 5 0 -1

cosa = (x, — xy)/l;,

sin 3 = (Zr - Zl)/li
Nach dem in Kapitel 6.3 beschriebenen Verfahren kann die Gesamtsteifigkeitsmatrix K
gebildet werden:

1 2 |2
ks + k55 | Ese
ke + kigs + kg | Kr
symmmetrisch ko + kS + kS | K

=
I

Gesamtsteifigkeitsmatrix

[ 119,2 0 48 | -100 0 0

2024 12| 0 24 -12 0 0
240 0 12 40
2024 0 12 [ -100 0 0
104,83 0 0 24 -12 0

240 0 12 40
2024 0 12 |-100 O 0
symmetrisch 104,8 0 0 24 -12
240 | 0 12 40

1192 0 48
202,4 -12

240
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Lastvektor

RT=[000/o01fo0o0/o00]

Die Losung des Gleichungssystems (6.7) ergibt fiir die Knotenverformungen r:

-4,271 Ts,

2,268 T5,

-6,485 05

-8,204 76,

-0,179 T6,

. 10-% 44,768 06
B -6,962 7,
-4.855 r7,

-7.528 07

-6,790 Ts,

0,249 s,

2,357 Os

Dimension [rad,m]

Fiir die Ermittlung der Biegelinie nach Kapitel 5.4 bleiben die Knotenverformungen in
x-Richtung unberiicksichtigt. Der Lastbereich erstreckt sich iiber die Elemente 2),@ und

®.
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Aus r kénnen die Elementverformungen u' mit Gleichung (??) berechnet werden:

[ 4,271 ] [ -8,204 ] [-6,962 ]
2,268 -0,179 -4,855
-6,485 44,768 -7,528
QQ _ 10—8 ) Q4 — 10—8 ) Q6 — 10—8 )
-8,204 -6,962 -6,790
-0,179 -4,855 0,249
| 44,768 | | -7,528 | | 2,357 |
Fiir das Element 2) werden die Konstanten C1, - - -, Cy fiir die Einflusslinie nach Gleichung
(8.6) ermittelt:
C: = (2(2,268+0,179) — 10(—6, 485 + 44, 768))10~* /1000
= —0,37794-107%,
Cy = ((—6,485 —44.768)/20 4+ 15-0,37794)10™® = 3,1064 - 10~®,
Cy = 6,485-107%,
Cy = 2,268-107%.

Die Einflusslinie in Element (2) ergibt sich nach der Gleichung (8.4) zu:

92(Z,76) = (—0, 377947 + 3,10647> + 6, 4857 + 2,268)107°.

Die Einflusslinien in den Elementen (4) und (6) werden analog bestimmt:

91(Z,76) = (—0,363057° + 8,06057° — 44, 768T — 0,179)107%.
96(Z,76) = (0,04150%° — 1,116787* + 7, 5287 — 4,855)10®.

In Abbildung 8.8 ist die Einflusslinie graphisch dargestellt.

Im folgenden zeigen wir fiir zwei Lastenziige die Auswertung der in Abbildung 8.6 darge-

stellten Einflusslinie.

Beispiel 8.3:
Es ist die maximale Verdrehung r des Knotens 6 (Abbildung 8.7) fiir die Lastenziige (a)
und (b) (Abbildung 8.9) im Element 2) gesucht.

Die Einflusslinie fiir rg infolge einer wandernden Einheitskraft, die den Lastordinaten
dieser Lastenziige gleichgerichtet ist, wird in Beispiel 8.2 berechnet. Wir {ibernehmen

diese Ergebnisse und zeigen im folgenden die Auswertung der Einflusslinie.
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Laststellungen fur

1.0kN maximale Verdrehung,
""_ ~— Lastenzug wn Bereich 5- 6
05 05 |10kN
s/ 4y \otooternr) 7 (T

Lastenzug (a) Lastenzug

1.0kN
lO_SkN lD,SkN

J// Dimension

Abbildung 8.8: Einflusslinie g(x,rg) fiir die Verdrehung des Knotens 6

[1/kN]

1,0kN

RCH+-— 2m+ 2m*—+ Tcg—+— Lm ——-‘

Abbildung 8.9: Lastenziige

Nach Beispiel 8.2 ist

G2(T,76) = (—0, 377947 + 3, 106472 + 6,485T + 2,268)107°.

Fiir eine Kraft R in 0 < Ty < [3, die der Einheitskraft gleichgerichtet ist, gilt:

16 = R - g2(To, 7).

Fiir den Lastenzug (a) gilt entsprechend (Superposition):

141

(8.8)
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e = O, 5g2<fo, T6) -+ 0, 5g2(f0 + 2, T6) + 1, OQQ(TQ + 4, T6);

To, To+ 2, To+4 sind die Angriffspunkte der Kréfte des Lastenzuges (a). Durch Einsetzen

in die Einflusslinie erhalt man:

re = (—0, 7558877 + 0, 5437072 + 23, 625T, + 67,176)105.

Gesucht ist das Maximum von rg. Durch Nullsetzen der ersten Ableitung ergibt sich:

To = 3,48m mit max(rg) = 1,24 - 10 °rad.

Es muss gepriift werden, ob fiir diesen Wert alle Lasten im Bereich des Elementes (2)

stehen:

To+4=3,48+4 < 10[m].

Die Laststellung ist in Abbildung 8.8 eingetragen.

Fiir den Lastenzug (b) ist die Berechnung aufwendiger. Zunéchst ist der Lastenzug als
Funktion von T und Ty darzustellen (Abbildung 8.9). Der Wert einer Lastordinate 7 ist

= n=(T—2)/4

Die Verdrehung r¢ unter dem Lastenzug erhélt man als Integral:

r6(To) = /:OHTZ(J?OJ)Qz(JC, r6)dT (8.9)

0

Durch Einsetzen von (8.8) und n ergibt sich:

1078 [To+4
4 E)

(T — To)(C1T3 + CQT2 + C3T + C4)df (810)

e =

mit Cy = —0,37794, Cy = 3,1064,
Cs3 = 6,48500, C, = 2,2680
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nach Beispiel 8.2.

Die Berechnung des Integrals fiithrt auf ein Polynom 5. Ordnung. Gesucht ist der Wert
0 < Ty < 6 m, bei dem das Maximum von rg erreicht wird. Die obere Grenze von T, wird
auf 6 m beschrankt, da nur in diesem Bereich der gesamte Lastenzug im Element (2) steht.
Das Integral (8.10) wird fiir eine Reihe von Punkten T(; mit festem Abstand berechnet. Der

Maximalwert von rg wird durch Intervallschachtelung ermittelt. Man erhélt die Losung:

Top=3,59m mit max(rg) = 1,37 10 °rad.

Es muss gepriift werden, ob die Last im Bereich des Elementes (2) steht:

To+4=3,59+4 < 10[m].

Die Laststellung ist in Abbildung 8.8 eingetragen.

Anmerkung: Die Berechnungen sind, selbst bei diesen einfachen Lastenziigen, sehr
aufwéndig. In der Praxis behilft man sich vielfach durch Abschétzen der Laststellun-
gen anhand von genauen, mafistdblichen Darstellungen der Einflusslinie. Die zeitgemésse
Auswertung von Einflusslinien erfolgt mit Computerprogrammen: Der Lastenzug wird
systematisch in Intervallen von Z iiber den Bereich B verschoben. Die Laststellungen
fiir die Extremwerte werden durch Intervallschachtelung berechnet. Die meisten Integrale

werden mit numerischen Integrationsverfahren approximiert.

8.3 Einflusslinien fiir Relativverformungen

Bei verschiedenen Tragwerken miissen zur Gewahrleistung der Brauchbarkeit die gegen-
seitigen Verformungen gewisser Knotenpunkte eingeschrinkt werden. Dies kann z.B. im
Gelenkpunkt einer Briicke (Abbildung 8.10) der Fall sein. Ursache der Einschrankung
ist in diesem Fall die konstruktive Ausbildung des Gelenkes: Bei der iiberschreitung der
maximal zulédssigen Verformung wiirde das Gelenk zerstort oder die Gelenkwirkung auf-
gehoben. Die Berechnung muss deshalb den Nachweis erbringen, dass die gegenseitige

Verdrehung in jedem Lastfall kleiner ist als eine zulédssige Verdrehung max. .

Gegenseitige Verformungen von Knotenpunkten oder gegenseitige Verdrehungen von

Staben sind Relativverformungen.

Wir bezeichnen eine Relativverformung mit d. Sie ldsst sich als Linearkombination der

Knotenverformungen darstellen:
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Durchliauftrager
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Abbildung 8.10: Beispiel zur Einschréinkung einer gegenseitigen Verformung

d = air+agry+ - Ty,

oder d = QTL (8.11)

Mit den Konstanten «; wird die Relativverformung beschrieben; diese Konstanten erge-
ben sich aus den Systemeigenschaften. Die Ermittlung der wird anhand von Beispielen
erlautert (s.u.). Wir nehmen zunéchst an, die «; seien bekannt. Aus der Linearitéit des
Tragwerkes folgt unmittelbar

Satz 8.3 Die FEinflusslinie eines Tragwerkes ist eine lineare Funktion in den Verfor-

MuUnNgsgrossen:

glw,ri) +g(w,r;) = glw,ri+r;) und
g(z,qiry) = aig(z,m). (8.12)

Damit ergibt sich g(z,d) durch Superposition der einzelnen Einflusslinien nach (8.11):
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g(x,d) = arg(x,r1) + - + ang(x,ry) (8.13)

Eine direkte Berechnung durch Superposition wére zu umsténdlich, da mehrere FEinfluss-

linien zu berechnen wéren. Dies ist jedoch nicht erforderlich, denn es gilt:

Satz 8.4 Die Knotenverformungen r fir die Berechnung einer Einflusslinie g(x,d) mit

d=aqry + asre + -+ + a1y,

erhalt man aus

(8.14)

=
=3
I
°
i
=

Diese Aussage ist eine direkte Folgerung aus den Sétzen 8.2 und 8.3.

Die weitere Berechnung der Einflusslinie erfolgt wie in Abschnitt 8.2 iiber die Knotenver-

formungen (Elementverformungen). Wir erldutern durch einige Beispiele.

‘ x . |

Abbildung 8.11: Verdrehung eines Fachwerkstabes

Beispiel 8.4:
Gesucht ist der Lastvektor R fiir die Berechnung einer Einflusslinie fiir eine Stabdrehung
des Stabes (5) (Abbildung 8.11). Die Losung kann aus Abbildung 8.11 direkt abgelesen

werden; es ist
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EI= konst
fur aile Stabe

Ersatzsystem

Abbildung 8.12: Gegenseitige Verdrehung in einem Gelenk

und Ry, = 0 fiir alle iibrigen Lastkomponenten.

Beispiel 8.5: Gesucht ist der Lastvektor R fiir die Berechnung einer Einflusslinie fiir die

gegenseitige Verdrehung in einem Gelenk (Abbildung 8.12).

Die Elemente werden getrennt betrachtet. Fiir eine Gelenkverschiebung r4 erhélt man:

d = -1, 57"4/51
dg - 1,57‘4/[2.

Die gegenseitige Verdrehung ist
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d/ = —dl + dg = QyTry.

Im Gesamtsystem ergibt sich:

d:Oé47’4—7"3+T8.

Damit ist

R4:Oé4; R3:—1; Rgzl

Alle {ibrigen Lastkomponenten sind Null.

Um Wiederholungen zu vermeiden, verzichten wir hier auf die vollstdndige Berechnung
einer Einflusslinie fiir eine Relativverformung. Die weiteren Rechenschritte sind in 8.2

ausfiihrlich dargestellt.

8.4 Einflusslinien fiir Schnittgréssen

Schnittgrossen sind innere Kraftgrossen (vgl. Abschnitt 3.1); aufgrund des Gegenwir-
kungsprinzips (vgl. Abschnitt 4.1) treten in einem Schnitt durch einen Stab Schnittkréifte
auf. Einer Schnittgrosse ist deshalb eine Relativverformung d der Schnittufer zugeordnet
(Abbildung 8.13).

Relativverformung d

korrespondierend zu M, und M, Schruttgrofien, ebener Stabelemente

Abbildung 8.13: Schnittgrossen und korrespondierende Relativverformungen

Wir bezeichnen hier die Schnittgrosse, deren Einflusslinie gesucht ist mit S(xg), die Ein-

heitslast mit P und die dazu korrespondierende Verformung mit v(z;) .
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Fiir eine virtuelle Verriickung d gilt mit der inneren Arbeit S™

S(xo)d + o(z1)P = ST

=3

Daraus folgt fiir P =1 :

o(z)  STa
r)=g(z,5) = ———F + —
9(z) = g(z, 5) 7 7

Diese sehr wichtige Aussage wird ausgedriickt durch

Satz 8.5 Die Einflusslinie fiir eine Schnittgrosse g(x,S) infolge einer wandernden Ein-
heitslast in x (variabel) ist identisch mit der Summe aus der zur Einheitslast gleichge-
richteten Verformung des Belastungsbereiches und der negativen inneren Arbeit, die sich

unter einer zu S korrespondierenden Relativverformung d = —1 einstellen.

Eine Relativverformung d = —1 kann nur dann vorgegeben werden, wenn ein zusétzlicher
Freiheitsgrad der Verformung eingefiihrt wird. Durch einen zusétzlichen Freiheitsgrad ver-
ringert sich die Redundanz des Stabwerkes um eins. Die Berechnung von Einflusslinien
fiir Schnittgrossen auf der Grundlage von Satz 8.5 wird deshalb auch als ,, Berechnung von
FEinflusslinien am (n — 1)-fach statisch unbestimmten Tragwerk® (n: Redundanz) bezeich-

net.

Im Falle n = 0 (statisch bestimmt) fithrt die Anwendung zu Stabtragwerken mit einem
Freiheitsgrad der Verformung — zu kinematischen Ketten mit einem Freiheitsgrad (vgl.
Abschnitt 7.3). Daraus folgt:

Die Einflusslinie fiir eine Schnittgrosse (Stabend-

kraft) eines statisch bestimmten Tragwerkes ist ei-

ne bereichsweise lineare Funktion der Koordinaten

des Belastungsbereiches.
Bei einem statisch bestimmten Tragwerk kann deshalb die Einflusslinie fiir eine Schnitt-

grosse aus den Koordinaten des Belastungsbereiches berechnet werden.

Eine wesentliche Anwendung des Satzes 8.5 ist die qualitative Ermittlung von Einflussli-
nien. Die Verformungen infolge einer Relativverformung d kénnen gut abgeschétzt und als
Rechenkontrolle betrachtet werden. Beispiele fiir den qualitativen Verlauf von Einflussli-
nien sind in Abbildung 8.14 dargestellt.
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el ———
o
|t ——
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- ce - O ————
\ T . — ‘\ /'\
= v | kinematische | ¢
Y| Kette !
I
M):
glx.N) glx.Ml ~

Abbildung 8.14: Beispiele zur qualitativen Ermittlung von Einflusslinien fiir Schnitt-

grossen

Fiir die Berechnung von Einflusslinien mit dem Weggrossenverfahren ist die Anwendung
des Satzes 8.5 nur auf indirektem Wege sinnvoll. Dies erkennt man aus folgender Uber-
legung: Einflusslinien werden iiblicherweise zusammen mit Schnittgrossen berechnet. Fiir

die Berechnung der Schnittgréssen muss die

Gesamtsteifigkeitsmatrix K berechnet werden. Die Besetzung von K erfordert ca. 10 bis
30% des gesamten Rechenaufwandes. Man wird also jede Anderung des Systems und
auch der Gesamtsteifigkeitsmatrix vermeiden, wenn zusétzlich zu einer Berechnung von
Zustandslinien noch Einflusslinien zu berechnen sind. Aus der Berechnung der Zustands-
linien ist auch die Dreieckszerlegung von K bekannt, und es ergibt sich eine weitere,

betriichtliche Ersparnis an Rechenoperationen (Grossenordnung n? fiir K., ).

Zur Berechnung der Einflusslinien am urspriinglichen System wird von Vorverformungen
ausgegangen (Abschnitt 7.2). Wir beschranken uns auf die Berechnung der Einflusslinien
fiir Stabendkraafte und erldautern die zugrundeliegende Vorstellung zunéchst an einem
Beispiel (Abbildung 8.15).

Wir gehen von einer Vorverformung @), = —1 aus (siche Satz 8.5). Diese Vorverformung
kann man sich durch Stabendkréfte erzeugt denken, die ein Gleichgewichtssystem bilden.
Diese Stabendkréfte wirken als Reaktionen auf das Tragwerk und erzeugen elastische
Verformungen (Abbildung 8.15(a)). Die Summe aus den elastischen Stabendverformungen
und den Vorverformungen ergibt die Gesamtverformung. Der Winkel, den die beiden
Stibe im Knoten £ bilden, bleibt erhalten; damit ist die Beziehung zu der qualitativen

Ermittlung der Einflusslinie aufgrund von Satz 8.5 hergestellt.
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{a) Vorvertormung (b} Gesamtverformung

virtuelle Verformung

Emnfludlinve g(x,gil

Abbildung 8.15: Einflusslinie fiir eine Stabendkraft

Fiir die allgemeine Darstellung fithren wir den Vektor der Vorverformungen @ ein,

T A
mit ufp; = —1

und b, = 0 fiir k # j und [ # i.
Es gilt eine zu Satz 8.5 analoge Aussage:

Satz 8.6 Die Finflusslinie fir eine Stabendkraft g(:c,?j) infolge einer Einheitslast in x
(variabel) ist identisch mit der dieser Finheitslast gleichgerichteten Verformung des Be-
lastungsbereiches, die sich unter einer zu ?;- korrespondierenden Vorverformung ﬂiEj =-1

einstellt.

Die Berechnung erfolgt wie in Abschnitt 7.2. Zunéchst wird @y auf globale Koordinaten

transformiert:

up = Lp Ug.

Fiir eine virtuelle Belastung R gilt:

Sup+Rr=35"u (8.15)

Daraus ergibt sich mit R =CS die Vertraglichkeitsbedingung

up+C'r=u (8.16)

mit den elastischen Verformungen w.
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Die Stabendkrafte

S=ku (8.17)
miissen die homogene Gleichgewichtsbedingung (vgl. (5.16))

cS5=0 (8.18)
erfilllen. Durch Einsetzen von u aus (8.16) in (8.17) erhélt man fiir (8.18):

Ck(C'r+ug) = 0 oder (8.19)

CkC"r = —Ckug.

Mit (6.10) ergibt sich:

Kr=-Ckug (8.20)

Damit konnen die Stiitzstellen der Einflusslinie berechnet werden: Es sind die zur Ein-

heitslast korrespondierenden Knotenverformungen im Lastbereich.

Die Berechnung der Einflusslinie zwischen den Knotenpunkten der Stabelemente kann
iiber die Integration der Grundgleichungen der Balkentheorie erfolgen. Die erforderlichen

Randbedingungen der Vervormung (Integrationskonstante) sind Komponenten von

g:QngLuE. (8.21)

Wie bei der Berechnung der Einflusslinie fiir Knotenverformungen (Abschnitt 8.2) be-

schrinken wir uns auch hier auf spezielle Anwendungen.

Beispiel 8.6:

Fiir das in Abbildung 8.16 dargestellte Stabtragwerk ist die Einflusslinie fiir das Mo-
ment ?2 infolge einer auf dem Riegel wandernden Einheitslast zu ermitteln. Die korre-
spondierende Stabendverformung ist die Einheitsverdrehung u},, = —1. Der Vektor der

Zwangsverformungen am Element ist
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5 . } e oo

Cﬂj‘ @ ® ® @i[_!m ET = 2-10° KkNm-
: & ® ‘—% EA = 10 kN

Abbildung 8.16: Rahmensystem mit wandernder Einheitslast

Mit der Elementsteifigkeitsmatrix &° und cosa = 1, sina = 0 ist

2.108
(k*up)” = 1006 -1[0 0.6 4].

Die Verkniipfung nach Gleichung (8.20) ergibt:

(Ckug)"=10"[0 0 0/0 1,2 4]0 -12 -8

000].

Die Losung des Gleichungssystems (8.20) ist der Vektor der Knotenverformungen r. Die

Riicktransformation nach Gleichung (8.21) ergibt die Stabendverformungen w.

Man erhélt die folgenden Knoten- und Elementverformungen:
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(92,313 rs,
6,034 rs.
3,674 0
-108.273 re,
75,673 re.
b s | 13242 | 06
113,243 re.
95,806 re.
322,426 0y
-82,240 rs,
-16,101 rs,
| 31694 | | 05 |Dimension [rad,m]
92,313 | [-108,273 | [-113,243 |
6,034 75,673 95,806
2 108 | 3074 s | U322 | | 322426
-108,273 -113,243 -82,240
75,673 95,806 -16,101
| 113,242 | | 667,574 | | -31,694 |

Mit den Gleichungen (8.4) bis (8.6) kann die Einflusslinie elementweise berechnet werden:
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0526
0978
0937
0,390
0,403

0]
5 a
0,
0,016

0076
194

Knotensg T oW 6 i 8 .
NI % é Dimension [m]
o
Abbildung 8.17: Einflusslinie fiir das Moment S
Element (2):

92(T, Sg) = 1073(—1,0057z> + 9, 60787 — 3, 6747 + 6,034)
Element @):

94(T, Sg) = 107%(5,30067> — 39, 96467 — 113,242F — 75, 673)
Element (6):

96(T, Sg) = 107%(—2, 68857 + 57,9597 — 322, 4267 + 95, 806).

Die Einflusslinie ist in Abbildung 8.4 dargestellt.

8.5 Einflusslinien fiir Lagerreaktionen

Lagerreaktionen sind Linearkombinationen von Stabendkriften (vgl. (4.10)):

r's' = R (8.22)

Sl ist der Vektor der Stabendkréfte, die zum Knotengleichgewicht im Lager beitragen.

Komponentenweise gilt:

R = LSt +--- + LS/ (8.23)

im~m:*

Da fiir Einflusslinien das Superpositionsgesetz gilt (Satz 8.3), kénnte g(x, R!) auf einfache

Weise aus den Einflusslinien der Stabendkrifte S! berechnet werden:

g(x, R}) = Liyg(,51) + -+ + Lig(. 5y,) (8.24)

Im allgemeinen wird dieser Weg zu umsténdlich sein, da zunéchst die Einflusslinien fiir gf
berechnet werden miissen. Eine einfache Moglichkeit fiir die Berechnung der Einflusslinien
fiir Lagerreaktionen bietet sich mit

Satz 8.7 Die Einflusslinie fiir eine Lagerreaktion R. infolge einer Einheitslast in x (va-
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1
R’ i o ,
0 Gesucht: g(x,R")
T = .Y
Biegetinie -
/// \\
AN P AN
Y -
2
ro=- 1. (Zwangsverformung!

Abbildung 8.18: Ermittlung von Einflusslinien fiir Lagerreaktionen
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Einen Sonderfall stellen duflerlich statisch bestimmte Tragwerke dar (Abbildung 8.19).

Durch eine Zwangsverformung ergibt sich eine kinematische Kette (Abschnitt 7.3). Daraus

folgt:

Die FEinflusslinie fiir eine Lagerreaktion eines statisch bestimmt gelagerten oder eines

statisch bestimmten Tragwerkes ist bereichsweise eine lineare Funktion der Koordinaten

des Belastungsbereiches.



156 KAPITEL 8. EINFLUSSLINIEN

Bei einem statisch bestimmt gelagerten Tragwerk kann deshalb die Einflusslinie fiir eine
Lagerreaktion aus den Koordinaten der Knotenpunkte des Belastungsbereiches berechnet

werden.

74X AN AN
Statisch bestimmte [cgerung . = = =
A Lagerreakticn l 2
1
Einflufhinie gix, A) ) Eintlufilinie gl x A)
1 IN ‘,’ @
\l/
(a) Vierendeeltrager ( statisch unbestmmtes (b} Gerpertrager { statisch pestimmtes
Stabtragwerk ) Stabtragwerk |

Abbildung 8.19: Einflusslinien fiir Lagerreaktionen (a) bei statisch bestimmter Lagerung
und (b) bei statisch bestimmten Stabwerken

Die Berechnung der Einflusslinie fiir die Auflagerkraft eines statisch unbestimmten Stab-

werkes wird im folgenden gezeigt.

Beispiel 8.7:
Die Einflusslinie fiir die Auflagerkraft A des in Abbildung refb8.20 dargestellten Fach-
werks ist fiir eine auf dem Obergurt wandernde Einheitslast zu berechnen. Die zu A

korrespondierende Zwangsverformung ist r, = ry, = —1.

6 x@® 7 * 8 @ 9 @ v
A © ® 1
. 37} 3Im
(? ®) @ ©) @ @ ®@ C:_‘L EA = const,

Abbildung 8.20: Ebenes Fachwerk
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Mit der Koordinaten- und Verkniipfungstafel werden die Steifigkeitsmatrix A;; und der

Lastvektor —K o1, aufgestellt.

Koordinatentafel
Knoten | x[m]z
1 013
2 413
3 813
4 123
5 16| 3
6 010
7 410
8 810
9 1210
10 16 |0

cosa = (x, — x7)/1;

sina = (2, — 21)/1;

Inzidenztafel
Knoten

Element Pl l;[m] | cos a | sin «x
@ |1]2]4] 1710
@ |2/3] 4| 1|0
@ |34 4| 1|0
@ |45 4| 1|0
® 116 3 0 -1
® 1171 5 0,8 | -0,6
©) 2|16 5 1-0,81-0,6
2|7 3 0 -1
©) 2|8 5 0,8 | -0,6
3171 5 ]-081-06
®) 318 3 0 -1
®) 319 5 0,8 | -0,6
®) 4 | 8 5 |-0,8|-0,6
419 3 0 -1
® 4 110] 5 0,8 | -0,6
519 5 1-0,8|-0,6
@) 5110] 3 0 -1
6|7 | 4 1 0
®) 718 4 1 0
819 4 1 0
@) 9 10| 4 1 0

Nach dem in Abschnitt 7.3 beschriebenen Verfahren zur Berechnung von Stabwerken

bei Zwangsverformungen wird der Lastvektor fiir eine negative Einheitsverformung des

Knotens 1 in z-Richtung aufgestellt. Es ergibt sich:




=FEA

158 KAPITEL 8. EINFLUSSLINIEN
KuzZ:EA[ 0 o\o 0\0 0,3333 | —0,096 0,072\0 0\0 0\0 0 }
Steifigkeitsmatrix:
r 0.756 0 0 0 —0,128 —0, 0960 0 0 —0,128 0, 0960 0 0 0 0
0,4773 (0] 0 —0, 096 —0,0720 (0] —0, 3333 0, 096 —0,0720 0 0 0 0
0,756 0 0 0 0 0 —0,128 —0, 0960 0 0 0,128 0, 0960
0,4773 0 0 0 0 —0,096  —0,0720 0 —0,3333 0,096 —0,0720
0,378 0, 0960 —0, 250 0 0 0 0 0 0 0
0,4053 0 0 0 0 0 0 0 0
0,756 0 —0, 250 0 0 0 0 0
symmetrisch 0,4773 0 0 0 0 0 0
0,756 0 0,250 0 0 0
0,4773 (0] 0 0 0
0,756 0 0,250 0
0,4773 0 0
0,378 —0, 960
L 0, 4053

Der Faktor F'A kann gekiirzt werden. Die Losung des Gleichungssystems (7.29) K r =

—Kor, (R =0) ergibt fiir die Knotenverformungen

]

[ —0,0336 ro,
—0,4602 ro.
0, 0336 ra,
0,0398 ra.
0,3167 re,
—0,9871 ro.
0,2037 | | e
—0,4722 | | o
0, 1875 rs,
—0,0499 s,
0,0813 ro.
0,0278 ro.
0,0583 T,
0,0129 | | ruo, |

Dimension [m]

Die Einflusslinie fiir eine auf dem Obergurt wandernde Einheitslast ist die Verbindungs-

linie der vertikalen Verformungen der Knoten des Obergurtes. Die Einflusslinie ist in den

Elementen linear. Sie ist in Abbildung 8.21 dargestellt.
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S g
=} =
Knoten © 7 8 = :® ©
g 10

o~
o~
s

e
o

Dimension [-]

0987

Abbildung 8.21: Einflusslinie der Auflagerkraft A fiir eine auf dem Obergurt wandernde
Einheitslast
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Aufgaben:

8.1 Berechnen Sie die Einflusslinie fiir eine wandernde Einheitskraft in einem Durch-

lauftrager, wie er im folgenden dargestellt ist:

f=-2.5m-=t=2.5m ‘ 1 = 3.10-4 m“
o M AN e Lo '6

L———Sm——?—— Sm ——L'—Sm——’i‘m Sm——j

(a) Fiir die Lagerkrifte in A und B.
(b) Fiir das Biegemoment in M.
(c¢) Fiir die Durchsenkung 4.

Die Einflusslinien sind darzustellen.

8.2 Die Einflusslinie nach Aufgabe 8.1 (c) ist fiir eine Lastgruppe L mit den Laststel-

lungen L, in A und L; in B auszuwerten. Lastgruppe L:

8.3 Berechnen Sie die Einflusslinie fiir einen rdumlichen Rahmen (siehe unten) infolge
einer wandernden Einheitskraft im Bereich @) - @ - @ — @ fiir:

(a) die Stabendkréfte des Stabes (D im Knoten 1,
(b) die Einspannmomente im Stab (@),
(c) die Normalkraft im Stab (5.

Querschnittswerte: Nahtlose Flussstahlrohre
nach DIN 1629
Aussendurchmesser: 394 mm

Innendurchmesser: 374 mm

Die Einflusslinien sind in der Abwicklung M- @) — @) — @ darzustellen. Die Knoten-

und Elementnumerierung kann geéndert werden.

L L
L Ly = Lo 10 kN

_L_L_LL Ly = Ly, = 5 kN

—-J 3xim L~

8.4 Die Einflusslinie fiir das Moment ?g, Beispiel 8.6, ist fiir eine 1 m lange konstante

Streckenlast von 10 kN/m, die sich von Knoten 5 aus iiber den Belastungsbereich

@, @,®), bewegt auszuwerten. Wie gross ist das maximale Moment max(Sy)?



Kapitel 9
Das Kraftgrossenverfahren

Wir nehmen an, dass das Kraftgrossenverfahren in seinen Grundziigen bekannt ist (/28/,
/74/, /79/). Die wesentlichen Schritte der Berechnung sind im folgenden zusammenge-

fasst:

(1) Anwendung des Schnittprinzips zur Festlegung statisch unbestimmter, innerer

Kraftgrossen und eines statisch bestimmten Hauptsystems.

(2) Berechnung der Schnittgrossen und Verformungen in dem statisch bestimmten
Hauptsystem infolge der dusseren Belastung. In Richtung der statisch Unbestimm-

ten treten Relativverformungen (d;9) auf.

(3) Berechnung der Schnittgrossen und Verformungen in dem statisch bestimmten
Hauptsystem infolge von Einheitsbelastungen (statisch Unbestimmte). In Richtung
der statisch Unbestimmten treten Relativverformungen (d;) auf.

(4) Berechnung der statisch Unbestimmten (X}) aus der Vertrédglichkeitsbedingung: Die

Summe der Relativverformungen infolge der statisch Unbestimmten und der Rela-

tivverformung infolge der dusseren Belastung muss Null sein, d.h.
0 X1+ 0ppXo + -+ +0ip X, + dio = 0

fiir alle Relativverformungen (i = 1,-- -, p).

(5) Berechnung der Schnittgrossen und Verformungen aufgrund des Superpositionsprin-

Zips.

Eine skizzenhafte Darstellung der einzelnen Schritte gibt Abbildung 9.1.

161
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Aus dieser zusammenfassenden Darstellung erkennt man die Hauptmerkmale des Kraft-

grossenverfahrens:

— die Berechnung erfolgt iiber die inneren Kraftgrossen,

— die Berechnung erfordert die Festlegung eines statisch bestimmten Hauptsystems.

Im folgenden wird das Kraftgrossenverfahren in Matrizenschreibweise dargestellt. Die Dar-
stellung erfolgt in Anlehnung an die obige Zusammenfassung zunéchst auf der Grundlage
einer Festlegung der statisch Unbestimmten nach statischen Gesichtspunkten; in Erwei-
terung wird dann ein Verfahren zur automatischen Wahl der statisch Unbestimmten an-

gegeben.

Wir behandeln hier keine Varianten des Kraftgrossenverfahrens, z.B. die “Berechnung mit
statisch unbestimmten Hauptsystemen” oder die Verfahren der “Gruppenlasten” und des
“elastischen Schwerpunktes”. Dies ist begriindet durch die relativ geringe Bedeutung des
Kraftgrossenverfahrens im Vergleich mit dem Weggrossenverfahren: Mit Ausnahme von
Sonderfillen und speziellen Problemstellungen (/82/, /83/, /84/, /42/) wird heute fast

ausschliesslich das Weggrossenverfahren angewendet.

9.1 Das Schnittprinzip, Last- und Eigenspannungs-

zustiande

Die Festlegung der statisch Unbestimmten nach statischen Gesichtspunkten kann wie folgt

beschrieben werden:

“Die statisch Unbestimmten sind so zu wdhlen, dass ein unverschiebliches Hauptsystem
entsteht” .

In einfach iiberschaubaren, ebenen Stabwerken bereitet dies keine Schwierigkeit. Fiir das
zweifach statisch unbestimmte Fachwerk (Abbildung 9.1) sind einige zuldssige und un-
zuléssige Hauptsysteme in Abbildung 9.2 dargestellt. Die Wahl der statisch Unbestimmten
ist bei einem Fachwerk gleichbedeutend mit dem “Schneiden” von Stében. Bei biegesteifen
Stabwerken werden durch die Wahl der statisch Unbestimmten Gelenke eingefiihrt, die
eine Verdrehung oder Verschiebung der angrenzenden Stébe ermdoglichen. Dies entspricht
dem Nullsetzen linear unabhéngiger Stabendkrifte in einzelnen Elementen (vgl. Kapitel

4). Die Anzahl der linear unabhéngigen Stabendkréfte (F}), die zu Null gesetzt werden

miissen, ist gleich der Redundanz des Stabwerkes. Wir fassen dies zusammen in
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R1 - P — — ——

(a) Zweifach statisch unbestimmtes (b) Schritt 1: Festlegung der statisch
Fachwerk mit dusserer Belastung Unbestimmten X und des statisch

bestimmten Hauptsystems

Berechnung der Schnittgrossen und Verformungen:
R, o

R2 ‘)‘(1=1 X2=0

611 621

(¢) Schritt 2: Relativverformungen (d) Schritt 3: Relativverformungen
im Hauptsystem infolge der Lasten im Hauptsystem infolge der statisch
— 019, 029 Unbestimmten; hier:

X1=1, Xo=0— 611,00

(X1 =0, Xo =1 — 099,012)

Schritt 4:  Vertraglichkeitsbedingung
(511X1 + (512X2 + 510 - 0
521X1 ‘I’ 522X2 + 520 = O

Schritt 5:  Schnittgrossen und Verformungen durch Superposition der
entsprechenden Grossen infolge der dusseren Belastung
(R+#0, X =0) und der statisch Unbestimmten
(R=0, X £0).

Abbildung 9.1: Einzelschritte des Kraftgrossenverfahrens

163
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(a) zuldssige Hauptsysteme:

(b) unzuldssige Hauptsysteme

Abbildung 9.2: Zuldssige und unzuldssige Hauptsysteme

Definition 9.1 FEin zuldssiges Hauptsystem eines p-fach statisch unbestimmten Stabwer-
kes ist jedes unverschiebliche, statisch bestimmte Stabwerk, das man aus dem urspriingli-

chen Stabwerk durch Nullsetzen von p Komponenten des Vektors der linear unabhdngigen

Stabendkrdifte F' erhdlt.

Nach diesen allgemeinen Erlauterungen gehen wir nun zu einer Darstellung in Matrizen-

schreibweise iiber. Ausgangspunkt ist die Gleichgewichtsbedingung des Stabwerkes (?7):

Die Gleichgewichtsmatrix besitzt bei einem Stabwerk mit n Freiheitsgraden der Ver-
formung genau linear unabhingige Zeilen. Jeder Spalte von al ist eine Stabendkraft

Fy, k = 1,...,m, zugeordnet. Die statischen Transformationsmatrizen (a’)’, aus wel-

T

chen die Gleichgewichtsmatrix a' erzeugt wird, besitzen linear unabhéngige Spalten. Auf

dieser Grundlage lésst sich zeigen, dass der folgende Satz gilt (/95/, Seite 98, siehe auch
Anhang A2).
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Satz 9.1 Die Gleichgewichtsbedingung a’ F = R mit Qng,

p=m—n >0 besitzt Losungen der Form

F'=ByR+ B, X (9.1)
mit a’By=1,, By[m xn] mit Rangn, (9.2)

a"B, =0,  B[m x p| mit Rang p, (9.3)
und X1

1, ist die Einheitsmatriz der Ordnung [n X n|, (siehe Anhang A1).

Durch p > 0 werden statisch bestimmte Tragwerke ausgeschlossen; die Berechnung sta-

tisch bestimmter Stabwerke ist in Kapitel 4 und 5 dargestellt.

Wir bezeichnen
B, als die Matrix der Lastspannungszustinde und

B, als die Matrix der Figenspannungszustinde.

Diese Bezeichnungsweise ist aus der Bezeichnung der inneren Kraftgrossen als “verallge-
meinerte Spannungen” abgeleitet. Die Elemente der Matrix B, sind die Komponenten
von F' infolge einer Einheitsbelastung in Richtung der einzelnen Knotenverformungen.
Die Spalten von B, sind Vektoren linear unabhdngiger Stabendkrdfte, die nicht durch dus-
sere Belastung verursacht werden (Eigenspannungen). Die Komponenten von X sind die

statisch Unbestimmten.
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Die Matrizen B, und B, konnen auf einfache Weise aus den Gleichgewichtsbedingungen
berechnet werden, wenn ein zuldssiges Hauptsystem bekannt ist. Mit einem Hauptsystem
sind auch die Nullkomponenten von F festgelegt. Wir fassen die Indizes dieser Null-
komponenten in der Indexmenge I mit p Elementen zusammen. Damit stellt sich das

Hauptsystem wie folgt dar:

/F = R
mit F, = 0 firalleiel. (9.4)

Durch die p “Nebenbedingungen” F; = 0 ergibt sich eine erweiterte Gleichgewichtsbedin-
gung

I
|
|y
Il
[=eB

(9.5)

mit a und R, -

Die erweiterte Gleichgewichtsmatrix a* und der erweiterte Lastvektor R sind wie folgt
besetzt:

I© |53

1 ist eine (0, 1)-Matrix mit p Zeilen und m Spalten, d. h. I ist zeilenweise aus Einheits-
vektoren aufgebaut. Damit ist die Wahl des zulédssigen Hauptsystems nach statischen
Gesichtspunkten in Matrizenform ausgedriickt, und die Matrizen B, und B, kénnen be-

rechnet werden.

Nach Definition 9.1 beschreibt (9.5) bei richtiger Wahl der statisch Unbestimmten ein

zulédssiges Hauptsystem.

Daraus folgt: Die erweiterte Gleichgewichtsmatrix @’ ist nichtsingulir und es gilt
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Satz 9.2 Die Matrizen der Last- und Eigenspannungszustinde sind Teilmatrizen der In-

versen der erweiterten Gleichgewichtsmatrix:

(@)™ =By B,]. (9.7)

Die ersten m Spalten der Inversen sind mit der Matriz B, die folgenden p = m —n

Spalten mit der Matrixz B, identisch.

Man erkennt dies aufgrund der folgenden Uberlegung:

Die Spalten von @’ konnen so vertauscht werden, dass sich die folgende Matrix ergibt:

T T
AT = ag C;] (9:8)
2 4y
Wir berechnen nun die Inverse von A” aus:
j— Qg Qg By, B,
- 0 I, By By
Im einzelnen ergibt sich
I, = ajBy +alBy (9.9)
0 = ngﬁm +Q§§22 (910)
Q - 521
ip == 522-
Daraus berechnet man
Bll = (Qg)_la
By, = _(Qg>_lgf7
™—1 _ (. T\-1 T
und (AT)_l — (QO) (QO) a; ) (911)
0 I
~ Lp

Aufgrund von (9.9) und (9.10) gilt:

T T\—-1
ATBy=| ] mit B) = (a00> ]
ATB/ _ Q mlt B/ — _(Qg')ilgz;
L Dy lp 2 lp

Die Matrix AT wurde aus @’ durch Spaltentausch erzeugt; durch den korrespondierenden
Zeilentausch in Eg und E; erhédlt man B, und B,, den Lastspannungs- und Eigenspan-

nungszustand beziiglich a’. Damit ist (9.7) bestétigt.
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Die Matrizen B, und B, sind von wesentlicher Bedeutung fiir das Kraftgrossenverfahren.
Die Berechnung auf der Grundlage des Schnittprinzips wird deshalb ausfiihrlich an einem

Beispiel dargestellt:

Beispiel 9.1:
Zweifach statisch unbestimmtes Fachwerk (Abbildung 9.3). Fiir das Fachwerk sind die
Matrizen B, und B, zu berechnen und zwar fiir drei verschiedene, frei wihlbare Haupt-

systeme. Die gewahlten Hauptsysteme I, IT und III sind in Abbildung 9.3 angegeben.

Hauptsystem I Hauptsystem I Houptsystem I
x2
X X, X,
(a) System {b) gewahlte Hauptsysteme

Abbildung 9.3: Ebenes Fachwerk mit zuldssigen Hauptsystemen

Die Wahl der statisch Unbestimmten ist in Abbildung 9.3 (b) dargestellt:

Jedes der Hauptsysteme ist zuldssig, und es gibt — abgesehen von Spiegelungen um die
Symmetrieachse — keine anderen zulédssigen Hauptsysteme. Die Wahl erfolgt nach sta-
tischen Gesichtspunkten, d.h. anhand der Skizzen wird ein unverschiebliches, statisch

bestimmtes Hauptsystem festgelegt.

Fiir die Berechnung von B, und B, miissen die Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt
werden. Hierzu sind zunéchst die Freiheitsgrade der Verschiebung zu kennzeichnen. Es

sind insgesamt vier Freiheitsgrade vorhanden (rq,...,ry), (Abbildung ?7?).



9.1. D. SCHNITTPRINZIP, LAST- U. EIGENSPANNUNGSZUST. 169

Die Aufstellung der Gleichgewichtsbedingung erfolgt nach dem in Kapitel 4 beschriebenen
Verfahren. Man erhilt mit ¢ = v/2/2:

Fy
-1 0 —c¢ O 0 Fy Ry
0 -1 —¢ 0 0 F|
1 0 0 ¢ 0 0 F, |
0 0 0 — -1 0 F; 0
_F6_

Die i-te Zeile der Matrizengleichung ist die Gleichgewichtsbedingung in der i-ten Verschie-
bungsrichtung ;. Die erweiterten Gleichgewichtsmatrizen @’ erhilt man durch Ergénzung
der Nebenbedingungen in dem gewahlten Hauptsystem.

Hauptsystem I (Abbildung 9.3 (b))

Als statisch Unbestimmte werden gewéhlt:

Diese Gleichungen bilden die 5. und die 6. Zeile der erweiterten Gleichgewichtsmatrix a” :

1 23 4 56 1 2 3 45 6
1[-1 0 0 00] 00 1 0]o ]
2/0-1-c 0 00 1 -1 1 0[0-c

&T:31000007(dT)_lz-\/QO—\/ﬁ001

T 4[0 0 0 - -10 00 0 0[0 1
500 00 0 01 00 0-1/0 -c
60 00 1 00 00 0 0[1 0
- N T B,

Die Matrizen By und B, sind als Teilmatrizen der Inversen gekennzeichnet.
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Hauptsystem II (Abbildung 9.3 (b))

Als statisch Unbestimmte werden gewéhlt:
XlEFGZO, X25F5:0.

Diese Gleichungen bilden 5. und 6. Zeile der erweiterten Gleichgewichtsmatrix a’ :

1 23456 1 2 3 45 6
1[-1 0-c 0 00 00 1 1]lo 1]
2/0-1-c 0 00 1-1 1 1|0 1

3100 c 00 (aT)_lz-\/ﬁO-\/é-ﬂO-\/i
410 0 0 -c -1 0/ 00 0 -v2[0-V2
500 000 01 00 0 o0f0 1
6/0 00 0 10 00 0 01 o0
o o By B,

Die Matrizen B, und B, sind als Teilmatrizen der Inversen gekennzeichnet.

Hauptsystem III (Abbildung 9.3 (b))

Als statisch Unbestimmte werden gewahlt:

XlEFGZO, XgEFl:O.

T .

1 2 3 4 56 1 2 3 45 6
1/1-1 0-c 0 00 00 0 0/0 1
200-1-c 0 00 1-1 0 o0ol0 1

o 3100 ¢c 00 . |-V2 0 0 0/0 -V2
= 7(0/):

410 0 0 -c -1 0 0 02 0/0 -2
50 00 ¢ 01 0 0 -1-1/0 1
6/1 000 00] 00 0 0/1 0

B,y B,

By und B, werden als Matrizen der Last- und Eigenspannungszusténde bezeichnet. Wir
deuten die belasteten Stdbe anhand der Losung B, und B, des Hauptsystems I durch die
grossere Strichstérke und die Punktierung in Abbildung 9.4 an.

Mit der Berechnung von B, und B, sind alle statisch zulédssigen Stabendkréfte bekannt.
Dies ldsst sich mit (9.1) zeigen: Jede Spalte von B, ist einer Lastkomponente von R
zugeordnet. Damit ist die i-te Spalte von B, der Vektor der linear unabhéngigen Sta-

bendkréfte, den man fiir eine Einheitsbelastung R; = 1 erhailt.
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a) Lastspannungszustande

Ry=1 ® R2=1" R3:1k RL:1“
@1 @ 6)
iy ® it e 4

b} Eigenspannungszustande

i

>
n

Abbildung 9.4: Last- und Eigenspannungszustidnde eines ebenen Fachwerkes

Die Spalten der Matrix B, sind linear unabhingige Stabendkréfte, die mit sich selbst im
Gleichgewicht stehen. Als Vektoren betrachtet, stehen sie senkrecht auf den Zeilenvekto-

ren, welche die Gleichgewichtsmatrix bilden.

Aus den obigen Betrachtungen erkennt man, dass die Matrizen B, und B, nicht eindeutig
bestimmt sind. Jedes zuléssige Hauptsystem ergibt andere Last- und Eigenspannungs-
zustdnde (vgl. mit Abbildung 9.4).

An spéaterer Stelle wird auf das Problem der systematischen Berechnung von B, und B,
zuriickgekommen. Fiir die weitere Darstellung des Kraftgrossenverfahrens betrachten wir

By und B, zunéchst als bekannt.

9.2 Vertraglichkeitsbedingung und Verformungsbe-

rechnung

Das Hauptsystem, dessen Schnittgrosse wir mit B, und B, wvollstindig, aber nicht ein-
deutig berechnen kénnen, verformt sich unter der dusseren Belastung. Es entstehen Kno-
tenverformungen und Relativverformungen der Schnittufer. Diese Relativverformungen
sind mit dem Verformungszustand des urspriinglichen Tragwerks unvertréglich. Durch
Formulierung von Vertraglichkeitsbedingungen in den Schnittstellen erhélt man zuséatzli-
che Bedingungsgleichungen zur eindeutigen Festlegung der Schnittgrossen. Im folgenden

zeigen wir einen Weg zur Ableitung der Vertriglichkeitsbedingung.
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Ausgangsgleichung ist (9.1) als vollstdndige Losungsmannigfaltigkeit der Gleichgewichts-

bedingungen fiir virtuelle Kréfte (7):

F =ByR+ B,X. (9.12)

Fiir das Verstédndnis der folgenden Darstellung ist es wichtig, dass By und B, nur die
Bedingungsgleichungen (9.2) und (9.3) erfiillen miissen: Die Berechnung von B, und B,
kann auf irgendeinem Wege erfolgen und muss nicht mit der Vorstellung eines zuléssi-
gen Hauptsystems in Verbindung gebracht werden. Wichtig ist weiterhin, dass B, vollen
Spaltenrang besitzt, d.h. dass die Spalten linear unabhdngig sind (Rang p).

Aus dem Prinzip der virtuellen Arbeiten (vgl. Abschnitt 5.2)

erhdlt man durch Einsetzen von (9.12):

(X' BT +R Bw=Rr (9.13)

Das Skalarprodukt

- T
X By

E A

ist die Arbeit, die durch Kraftgrossen X und korrespondierende Weggrossen ny =0 ge-
leistet wird. Die Komponenten X ; sind nach dem Gegenwirkungsprinzip (Abschnitt 4.1)
gegengleich wirkende, betragsméssig gleich grosse Kraftgrossen in den Schnitten. Folg-
lich sind die korrespondierenden Weggrossen Relativverformungen. Damit kann die Ver-

traglichkeitsbedingung formuliert werden:
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Satz 9.3 Die Relativverformung der Schnittufer ist einem jeden zulissigen Hauptsystem

mit kinematisch zuldssigen Verformungen sind Null:

I
Il

BTy =0. (9.14)

Eine gleichwertige Aussage ist:

Die Arbeit der Eigenspannungszustinde auf kinematisch zuléssigen Verformungen ist Null:

X'BTy=o0. (9.15)

Dies kann auf einfache Weise mit der kinematischen Vertraglichkeitsbedingung (5.12)

‘ Q
3

=v

bestétigt werden. Durch Einsetzen in (9.14) erhélt man:

Blar =4,

wegen  Bla =a'B,=0

(vegl. (9.3)) ergibt sich
0=0.

Die Bestimmungsgleichung fiir die Unbekannten X erhélt man durch Beriicksichtigung

der Werkstoffeigenschaften. Fiir die elastischen Verformungen v gilt (5.17):

v=fF.

Durch Einsetzen in (9.14) folgt mit F = ByR + B, X die Bestimmungsgleichung fiir die

statisch Unbestimmten:

(BIfB,)X = =Bl [ByR. (9.16)

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Spalten von B, und der Invertierbarkeit von f
kann X eindeutig berechnet werden: Die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssys-
tems (9.16) ist positiv definit. Nach (9.1) ergeben sich damit die Stabendkréfte im statisch

unbestimmten System.

Die Knotenverformungen erhilt man aus v = fF (5.12) und (9.2) zu:

r=BIfF. (9.17)

Damit ist die Berechnung nach dem Kraftgrossenverfahren auf der Grundlage des Schnitt-

prinzips vollstédndig beschrieben.



174 KAPITEL 9. DAS KRAFTGROSSENVERFAHREN

Durch eine nihere Betrachtung der Ableitung von (9.16) und (9.17) ergeben sich inter-

essante Folgerungen:

Jede Spalte von B, kennzeichnet einen Lastspannungszustand an einem voéllig beliebi-
gen Hauptsystem. Das Hauptsystem zur Berechnung der Knotenverformungen muss also
nicht mit dem Hauptsystem {iibereinstimmen, das fiir die Berechnung der statisch Unbe-
stimmten (9.16) gew#hlt wurde. Die Knotenverformungen r; werden nach (9.17) aus dem

Skalarprodukt von

v,;, dem i-ten virtuellen Verformungszustand im Hauptsystem

und F, den Stabendkréften im statisch unbestimmten System berechnet:

Aufgrund der Vertauschbarkeit des Skalarproduktes lésst sich zeigen, das Verformungs-
und Lastzustand vertauscht werden konnen:

~T

Ty =4,

die Verformung r; kann also auch aus den virtuellen Stabendkréften EAl und den Stabend-
verformungen v im statisch unbestimmten System berechnet werden. Diese Folgerungen

fassen wir zusammen in

Satz 9.4 (Reduktionssatz): Bei der Verformungsberechnung statisch unbestimmter Trag-
werke muss nur einer der Zustandsvektoren F und v am statisch unbestimmten Tragwerk
berechnet werden. Der andere kann an einem beliebigen zuldissigen Hauptsystem berechnet

werden.

Dieser Satz wird iiblicherweise fiir die den Zustandsvektoren entsprechenden Zustands-
linien angegeben (/28/, Seite 297). Satz 9.4 ist also eigentlich eine spezielle Form des
Reduktionssatzes fiir diskrete Tragwerke. Fiir die systematische Berechnung besitzt der

Reduktionssatz eine relativ geringe Bedeutung.

Bei der Anwendung des Kraftgrossenverfahrens in der iiblichen Form bereitet die Berech-

nung von Formdnderungsintegralen einen erheblichen Rechenaufwand.

Die Forménderungsintegrale ( d;;-Zahlen) sind Integrale iiber Produktfunktionen von Zu-
standslinien. Sie ergeben die i-ten Verformungen infolge einer virtuellen Last R = 1. Die

i-te Verformung infolge der dusseren Belastung wird mit ;9 bezeichnet.
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dir-Zahlen sind Relativverformungen im Hauptsystem.

Die Forméanderungsintegrale treten in der vorliegenden Darstellung nur implizit auf: Die
Integration wird auf Elementebene (vgl. (5.8)) fiir die Ableitung der Flexibilitéitsmatrizen
durchgefiihrt. Die Relativverformungen sind:

[=%)
I

5y = 6] = BLfByR. Dle%g?glfammenhange

sollen nur die Verbindung zu der bekannten Berechnung nach dem Kraftgrossenverfahren

andeuten. Wir werden sie im folgenden nicht weiter vertiefen.
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9.3 Automatische Wahl der statisch Unbestimmten

Die Wahl der statisch Unbestimmten ist die grosste Schwierigkeit des Kraftgrossenver-
fahrens. Bei iiberschaubaren Systemen kann die Festlegung der statisch Unbestimmten
anhand einer Systemskizze erfolgen. Hiervon sind wir in den vorangehenden Abschnitten

ausgegangen.

Bei grosseren Systemen ist eine solche Vorgehensweise nicht moglich: Die zeichnerische
Darstellung ist zu umsténdlich und es bereitet Probleme, ein statisch bestimmtes Haupt-
system festzulegen. Bei einer systematischen Berechnung muss deshalb fiir die Wahl der
statisch Unbestimmten ein Verfahren bereitgestellt werden, das von der digitalen Darstel-

lung des Systems ausgeht.

Im folgenden wird ein solches Verfahren angegeben. Zusammen mit der Wahl der statisch
Unbestimmten werden hierbei zugleich das Hauptsystem (B,) und die Eigenspannungs-

zustinde (B, ) berechnet. Die Ausgangsgleichung ist die Gleichgewichtsbedingung:

Wir erinnern an einige wesentliche Eigenschaften von a” , die aus der mechanischen Pro-
blemstellung bekannt sind:

a” besitzt linear unabhiingige Zeilen und hat damit vollen Zeilenrang (Rang n),

es gibt Matrizen B, und B, derart, dafl

Tﬁo = l
a'B, = 0

Inxp:

und

IS}

n

Die Spalten B,; und B, sind linear unabhéngig.

Lineare Gleichungssysteme der Form

o'F=R (9.19)

mit einer rechteckigen Koeffizientenmatrix al,, (m > n) bezeichnet man als unterbe-

=nxm

stimmte Gleichungssysteme!. Diese Gleichungssysteme besitzen keine eindeutige Losung.

Wir zeigen dies an einem einfachen Beispiel.

'Im Gegensatz zu iiberbestimmten Gleichungssystemen mit m < n, wie sie z.B. in der Ausgleichsrech-

nung auftreten.
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Beispiel 9.2:

2F1+F2—|—F3 - 1
2F + F3 = 0.

Die Differenz beider Gleichungen ergibt

OF + F=—1, F,=2F —1.

Durch Einsetzen in die zweite Gleichung folgt

Fy=—202F, —1).

Damit kann die Losung in parametrischer Form mit F als Parameter dargestellt werden:

F1 = Fl
F2 - 2F1—1
F3 - —4F1—|—2

In Matrizenschreibweise stellt sich diese Losung wie folgt dar:

F 0 1
F2 = -1 + 2 Xl fir alle Xl = Fl- (920)
F; 2 —4

Damit haben wir ein unterbestimmtes Gleichungssystem gelost. Die Losung ist nicht ein-

deutig, wir hétten z.B. auch Fj als Parameter wihlen konnen mit der Losung:

F 1/2 —1/4
F2 = 0 + —1/2 X1 fiir alle X1 = F3. (921)
F 0 1

Beide Losungen besitzen die geforderten Eigenschaften, wie man leicht durch Einsetzen
bestétigt.

Damit wurde fiir ein Gleichungssystem mit den Eigenschaften der Gleichgewichtsbedin-
gungen eine Losung By R und B, berechnet und zwar ohne Bezug zu einer skizzenhaften
Darstellung. Die Losung wurde mit dem Gauss’schen Algorithmus gefunden. Im Anhang
A2.1.6 wird dieses Verfahren ausfiihrlich beschrieben. Die einzelnen Schritte zur Bestim-

mung von B, und B, werden im folgenden zusammengefasst dargestellt:
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Die Gleichgewichtsmatrix a! wird zunichst um p = m — n Nullzeilen ergéinzt. Diese

erweiterte Matrix wird mit dem Gauss’schen Algorithmus in eine obere Dreiecksmatriz
U und eine untere Dreiecksmatriz L zerlegt. Vor der Zerlegung einer jeden Spalte und
Zeile muss eine Spaltenpivotsuche durchgefithrt werden; man sucht das betragsgrosste
Element in der Spalte. Ist das betragsgrosste Element grosser als eine Fehlerschranke
€ , so vertauscht man die Zeilen so, dass das Hauptdiagonalelement das betragsgrosste

Element in der Spalte ist.

Ist das betragsgrosste Element kleiner als die Fehlerschranke € , so hat man eine linear
abhéngige Spalte gefunden und die zugehorige Stabendkraft wird als statisch Unbestimm-
te gewdhlt. Die Wahl einer statisch Unbestimmten erfolgt durch Ersetzen einer Nullzeile

durch eine Einheitszeile (der Spaltennummer entsprechende Zeile der Einheitsmatrix ,,,).

Im Verlauf der Zerlegung werden die p Nullzeilen durch Einheitszeilen ersetzt. Damit
werden genau p statisch Unbestimmte gewéhlt. Die Zeilenvertauschung merkt man sich
zunéchst in einem Vertauschungsvektor. Aus diesem Vertauschungsvektor bildet man die
Permutationsmatriz V. (Anhang A1), die hier aus formalen Griinden eingefiihrt wird. Die

Einheitszeilen, um die a’ erweitert wird, werden in einer Matrix [ zusammengefasst.

pxXm

Die Zerlegung ergibt:
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., Durchschiogproblem”

0°

Abbildung 9.5: Schwach linear abhéngige Tragwerke

a"=LU=V"
I

af ] (9.22)

Durch Multiplikation von rechts mit B, bzw. B, ergibt sich:

UB, = I (9.23)
I
LUB, = VT[()"] (9.24)

Mit den rechten Seiten von (9.23) und (9.24) werden B, und B, durch wiederholtes
Vorwiarts-Riickwirtseinsetzen berechnet. Eine Vereinfachung ergibt sich fiir den Fall, dass

nicht B, sondern By R fiir wenige Lastfélle berechnet werden muss. In diesem Fall wird
(9.24) zu:

LUBR=V" (9.25)

R
0

Fiir die iiblichen in der Praxis auftretenden Problemstellungen erhilt man mit diesem
Verfahren stabile Losungen. Nur bei schwach linear abhdngigen Zeilen der Gleichgewichts-
matrix konnen sich Fehler ergeben. Dies ist aber ein Zeichen dafiir, dass im Tragwerk mit
kleinen Anderungen der inneren Krifte relativ grosse Verformungen maoglich sind (Abbil-
dung 9.5). Solche Tragwerke kommen einer kinematischen Kette nahe und kénnen nicht

mit den Gleichgewichtsbedingungen am unverformten System berechnet werden.

9.4 Ersatzknotenlasten und Vorverformungen

Die Berechnung von Stabwerken mit wverteilter Belastung (Streckenlasten), Tempera-
turbeanspruchung und Passungenauigkeiten der Elemente wurde in ausfiihrlicher Form
fiir das Weggrossenverfahren behandelt. Die Grundlagen fiir die Beriicksichtigung dieser
“Sonderfille, sind beim Kraftgrossenverfahren die gleichen wie beim Weggrossenverfah-
ren. Aus diesem Grunde konnen wir uns hier kurz fassen und beschrinken uns auf Vor-

verformungen und Ersatzknotenlasten fiir statisch bestimmt gelagerte Stabelemente (vgl.
Abschnitt 7.2).
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Es gelte die erweiterte Gleichgewichtsbedingung (vel. (7.19)):

«'F=R+R, (9.26)

und entsprechend zu (7.14) die erweiterte Vertraglichkeitsbedingung fiir Vorverformungen:

(9.27)

(S
I~
I
I
_|_
|

<

R, sind Ersatzknotenlasten wie sie in Abschnitt 7.2 definiert wurden, v, sind linear un-
abhingige Vorverformungen, die man aus den Vorverformungen u’ (vgl. Abschnitt 7.2)

nach (??) berechnet:

S

Il
S
1=

Die weitere Berechnung erfolgt nach dem in Abschnitt 9.1 nd 9.2 beschriebenen Verfahren.
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Die Standendkréfte werden durch Last- und Eigenspannungszustinde dargestellt:

F=DBy(R+R,)+ B, X. (9.28)

Fiir die Verformung gilt:

v=fF.

Durch Einsetzen von (9.28) folgt

v=f[By(R+R,)+ B,X]. (9.29)

Mit (9.27) erhélt man:

ar = f[By(R+ R,) + B, X]+v,. (9.30)

Die Ableitung der Bestimmungsgleichungen fiir X und r erfolgt mit dem Prinzip der
virtuellen Arbeiten. Im wesentlichen ist dies gleichwertig mit einer Multiplikation der
Gleichung (9.30) mit B von links:

BYar=BYf[By(R+ R,) + B,X] + BTuv,.

(Baf B,)X = =B, Bo(R+ R,) — B, v,. (9-31)

Analog ergibt sich die Bestimmungsgleichung fiir 7 aus einer Multiplikation mit Bj von

links:

r =B} f [By(R+ R,) + B,X] + Bl v,,. (9.32)

Die weitere Berechnung erfolgt nach dem in Abschnitt 7.2 dargestellten Verfahren.
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Eine wesentliche Vereinfachung ergibt sich bei der Berechnung der Stabkrifte fiir R+ R, =
0. Dies tritt z.B. in einem Stabwerk auf, das unter Temperaturbelastung, fiir Stiitzsenkung

oder Vorspannung zu berechnen ist. Gleichung (9.31) vereinfacht sich wie folgt:

(B] f B,)X = —Blv (9.33)

£ =x 2w

und die Stabendkr#afte ergeben sich aus:

=3
Il
o~

. X (9.34)

Dies bedeutet, dass solche , Lastfille® Linearkombinationen der Eigenspannungszustéinde

sind.

9.5 Bemerkungen zur Berechnung von Einflusslinien

nach dem Kraftgréssenverfahren

Die Grundlagen zur Berechnung von Einflusslinien sind in Kapitel 8 ausfiihrlich darge-
stellt. Wir beschréanken uns deshalb hier auf die wesentlichen Merkmale der Berechnung

nach dem Kraftgrossenverfahren.

Fiir alle Arten von Einflusslinien gilt
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Satz 9.5 Die Berechnung von Einflusslinien nach dem Kraftgrossenverfahren erfolgt auf
der Grundlage des Superpositionsprinzips durch Uberlagerung der Einflusslinien des sta-

tisch bestimmten Hauptsystems und der Finflusslinien fir die statisch Unbestimmten.

Dies ergibt sich unmittelbar aus Satz 8.5 in der Anwendung auf (9.1)

F=ByR+B, X

und auf (vgl. (9.17)):

r=B; [ (ByR+ B, X).

Die Berechnung am ,,(n — 1)-fach statisch unbestimmten Tragwerk* (Abschnitt 8.4) kann
bei Stabwerken mit geringer Redundanz zu Vorteilen gegeniiber dem Weggrdssenverfah-
ren fithren. Die Berechnung einer Einflusslinie am statisch bestimmten System und der
Einflusslinien infolge von Relativverformungen ist aus Kapitel 8 bekannt. Wir verzichten

deshalb hier auf weitere Ausfithrungen.

9.6 Zusammenfassung des Rechenganges nach dem

Kraftgrossenverfahren

Im folgenden wird eine kurzgefasste Zusammenstellung des Rechenganges gegeben. Die

Belastung wird als Knotenlastvektor R angenommen:

(1) Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen

a" F=R, af, mitm>n

(2) Wahl der statisch Unbestimmten und Berechnung von B, und B, durch Ergédnzung

der Matrix a? durch Einheitszeilen zu @’ und Inversion von g’ .

Entweder durch

- Festlegung der statisch Unbestimmten anhand einer Skizze (Abschnitt 9.1)

oder durch

- Gauss-Elimination mit Spaltenpivotsuche und Zeilentausch (Anhang A2.1.6).
(3) Aufstellen der Flexibilititsmatrix f = diag{f'}.
(4) Berechnung der Matrizenprodukte
A=BlfB, und b=-B! fB,R.
A symmetrisch.
(5) Berechnung der statisch Unbestimmten (9.16):

AX =0 (Cholesky-Verfahren)

(6) Berechnung der Stabendkrifte (9.1), (4.6), (3.3):
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Beispiel 9.3:
Berechnung eines zweifach statisch unbestimmten Fachwerks (Abbildung 9.6) mit auto-

matischer Wahl der statisch Unbestimmten.

e
1 @ 2

¢ = 1/)2

EA = const.

Abbildung 9.6: Fachwerk
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Gleichgewichtsmatrix:

D @ B @ G @© < Element

O -1 0 0 O —C} 1
ol = -1 0 0O 0 0 -—c
0 1 0O 0 ¢ c }2
0 0O -1 0 —c¢ O ]
Knoten

Die Zerlegung erfolgt mit dem in Anhang A2.1.3 und A2.1.6 beschriebenen Gauss’schen

Algorithmus zur Losung eines speziellen unterbestimmten Gleichungssystems:

>
~

I
I~
<

Das Fachwerk ist zweifach statisch unbestimmt, deshalb wird die Gleichgewichtsmatrix a”

um zwei Nullzeilen erweitert. Gleichzeitig legen wir, wie in Anhang A2.1.3 beschrieben,
einen Vertauschungsvektor an:

- 1]
0 -1 0 0 0 -—c 5
-1 0 0 0 0 —c
@Y=l 0 1 0 0 ¢ e 3 (Vertauschungs-
4 verktor)
0 0 -1 0 —c
D
0
L e
1. Schritt:
1
Die Pivotregel (@T)ll = max {|(QT)?1|} mit ¢ = 1,...,4 ergibt einen Zeilentausch von 1.
und 2. Zeile:
- [ 2]
-1 0 0 0 0 —c )
0 -1 0 0 0 =—c 5
@r=/0 1 0 0 ¢ ¢ )
0 0 -1 0 —c
D
0
L e ]

Die Zerlegung der ersten Spalte und der Restmatrix von (a”)! ergibt keine Verdnderung.
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2. Schritt:
Die Anwendung der Pivotregel in der zweiten Spalte ergibt keinen Zeilentausch. Die Zer-

legung der zweiten Spalte und der Restmatrix von (QT)1 ergibt:

_ 212
-1 0 0 0 0 -—c )
0 -1 0 0 —c 5
@Y= o0 -1 0 ¢ —c A
0 0 -1 0 —c O
5
0
L - i 6 |
3. Schritt:
Die Pivotregel ergibt einen Zeilentausch von 3. und 4. Zeile. Die Zerlegung der dritten
Spalte und der Restmatrix von (a’)? ergibt keine Verinderung.
i 2]
-1 0 0 0 0 -—c )
0 -1 0 0 -—c A
@y=|0 0 -1 0 — 0 ;
0 -1 0 0 ¢ -—c
5
0
L . i 6 |

4. Schritt: Die Pivotregel ergibt kein Pivotelement grosser Null. Die fiinfte Zeile von (a”)?
wird als vierte Zeile der [626]-Einheitsmatrix angenommen. Die 4. Zeile wird mit der 5.
Zeile vertauscht. Die Zerlegung der vierten Spalte und der Restmatrix von (a’)? ergibt

keine Verdnderung:

-1 0 0O 0 0 -—c 2
0O -1 0 0 0 -—c 1
(dT)4 _ 0 0O -1 0 —c¢ O 4
- 1 5
0O -1 0 0 ¢ -—c 3

_ 0 I le]

5. Schritt: Die Pivotregel ergibt keinen Zeilentausch. Die Zerlegung der Restmatrix von

(a")* ergibt keine Verdnderung;

6. Schritt:
Die Pivotregel ergibt kein Pivotelement grosser Null. Die sechste Zeile von (&) wird als
sechste Zeile der [626]-Einheitsmatrix angenommen. Die Zerlegung ist damit beendet. Als

statisch Unbestimmte wurden Fy und Fy gewéhlt.

ISP
I

S
o
)
|
—_
> = O O O
|
o
(@]
) O o =N
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Knoter
_ L
0o 1 0 1
0 1 0 9
0 0,25 0,25 -1 0 0 —0,8 —0.12 0,12
-1 0 0 0 —0,125 —0,125| 0,6 —0,16 —0,16 3
0o 0 1 0 1 0 0 1 0
0 0,25 0,25 1 0 0 0,8 —0.12 —0,12
-1 0 0 | 0o 0125 0,125 0,6 0,16 0,16 4
0 0 1| o 0 1 0 1 0
0,8 012 0,12 | —0,8 012 0,12
0,6 0,16 0,16 | —0,6 —0,16 —0,165
0 0 1 0 0 1
) ©) ® ©) ®
Die Hyperdiagonalmatrix der Flexibilitdtsmatrizen f* ist:
0,4 0 0
0 26, 67 —~13,33
0 —13,33 26,67
0,4 0 0
0 26, 67 13,33
0 ~13,33 26,67
0,8 0 0
0 53,33 —26,67
0 26,67 53,33
0,5 0 0
0 33,33 —16,67
0 —16,67 33,33
0,5 0 0
0 33, 33 —16, 67
0 —16,67 33,33 |

Der Lastvektor ist:

E'=[0o0221000120]

Fiir die Losung des Gleichungssystems verwenden wir SMIS /37/. Die Eingabe ist im

folgenden zusammengestellt:

LOAD F1 = AT

Es folgen zeilenweise die Elemente der Gleichgewichtsmatrix a .

N1 =11

N2 =15

LOAD F1=KF N1 =15 N2=15

Es folgen zeilenweise die Elemente der Flexibilitdtsmatrix f.
LOAD F1=R N1 =11

N2=1

Es folgen die Elemente des Lastvektors R.
PSINV F1 =AT F2=A F3=B0 F4 =BX

PRINT F1 = A.

T
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{a) (b)
leN

X

z ) _f
1kNm'/"2kN ®) ® "3m

X1 X3
2kN |3 ® 4 X,
. bm

® @
1 2
o e
e ]
8m

6 3 2
EA = 10 kN , EI = 5:10 kNm

Abbildung 9.7: Rahmen mit statisch bestimmten Hauptsystem

Die Matrix a’ wird zerlegt: By und B, werden berechnet. Die Nummern der zu den

statisch Unbestimmten gehérenden Komponenten von F werden ausgegeben?:

A=][116 14 15].

In Abbildung 9.7 (b) ist das zugehorige statisch bestimmte Hauptsystem dargestellt.
TRMULT F1 = BX F2 = KF F3 = BXTF

Das Matrizenprodukt ﬁf J wird gebildet.

MULT F1 = BXTF F2 = BX F3 = BXTFBX

SCALE F1 = BXTFBX S1=-1.0

Das Matrizenprodukt —Ef [ B, wird gebildet.

MULT F1 = B0 F2 =R F3 = BOR

MUTL F1 = BXTF F2 = BOR F3 = BXFBOR

Das Matrizenprodukt B. f B, R wird gebildet.

SOLVE F1 = BXTFBX F2 = BXFBOR

PRINT F1 = BXFBOR

Das Gleichungssystem —BZ [ B, X = ﬁf [ By R wird gelost, und die statisch Unbe-

stimmten X werden ausgegeben:

X' =1[-2,212 5,798 — 2,674 —0,123].

MULT F1=BX F2=BXFBOR F3=F
ADD F1=F F2=BOR

PRINT F1=F
Die linear unabhéngigen Stabendkrifte werden berechnet (F = B, X + B, R ) und

ausgegeben:

[ 1,250 ] N
0 — My,
6,202 My

—2.750 N,
0 —Ms;

B 70K 1V
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Alle Stabe:

A =30-10%> mm?

l kN 2kN I = 1940 - 10* mm*

Nl K A 2 ® 3|
of o o
A R

Py
L"ZSm l 2,5m——! Sm

Fiir die Berechnung sind die statisch Unbestimmten “von Hand, zu wéhlen.

9.2 Fiir den Rahmen (Aufgabe 9.1) ist dieselbe Berechnung fiir ein Momentengelenk in
A durchzufiihren.

9.3 Fiir das im folgenden dargestellte raumliche Stabsystem aus Fachwerkelementen sind
die Schnittgrossen zu berechnen. Hierbei ist das statisch bestimmte Hauptsystem

aus den Gleichgewichtsbedingungen zu berechnen.

Draufsicht Alle Stabe:
A =300-10*mm?

. ~ Die Stébe sind nur im obenlie-
Ansicht //

I"_ 8m ~genden Dreieck durch Knoten
- 10kN verbunden.
=

L‘—— 12m !_ 12m

r
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Lasten: horizontal 2 kN
vertikal 10 kN

Ansicht

9.4 Wie gross sind die zusétzlichen inneren Krifte, wenn in dem Fachwerkturm der
Abstand der Lager AB um 100 mm durch eine Zwangsverformung der Lager verkiirzt

wird?

9.5 Wie grof, muss in dem dargestellten Fachwerk die Stabkraft F; gewéhlt werden,

wenn sich Aly zu 0, 114 ergeben soll?

Querschnittswerte:
Alle Stébe mit gleicher
Querschnittsfliche A

©) @T
HENLY]

8)
o ———y —]

9.6 Wir gro muss in dem unterspannten Triiger die Stabkraft F® gewiihlt werden,

damit sich eine Durchbiegung § = 0, Im einstellt?
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Ta

1 ® 2 @3 O t ©s® ¢

way A T
® @ ® 2
. \I L i

|-—2~l-—2-L—F: —j-Z*I—-?-I

in [m]
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Stabelemente:
I=3-10"*m?*
A=10"%m?
Fachwerkelemente:
A=0,1-10"'m?



Kapitel 10

Das Verfahren der

Ubertragungsmatrizen

Das Verfahren der Ubertragungsmatrizen wurde fUr die Berechnung beliebig gelagerter
ebener oder raumlicher Durchlauftriger entwickelt /18/. Man bezeichnet dieses Verfahren

auch als Ubertragungs- oder Reduktionsverfahren.

Eine wesentliche Voraussetzung ist, dass an keinem Knoten des Stabtragwerkes mehr als

zwel Elemente anschliessen (Abbildung 10.1).

Wir wollen uns im folgenden auf ebene Systeme beschrénken. Eine weitergehende Dar-

stellung des Ubertragungsverfahrens findet man bei Kersten /35/.

Ubertragungsmatrizen fiir gekriimmte und fiir gerade und gekriimmte, elastisch gebettete
Stabelemente findet man bei Petersen (/61/, /62/, /63/).

10.1 Der Grundgedanke des Ubertragungsverfahrens

Bei jedem ebenen Stabelement kénnen pro Elementende (Knoten) sechs Zustandsgrossen
definiert werden. Es sind dies die drei Kraftgrossen:

Normalkraft (N),

Querkraft (@) und

Biegemoment (M),
und die drei Verformungsgrossen:

Verschiebung in Stabléngsrichtung (u),

Durchbiegung senkrecht zur Stabachse (w) und

Stabendverdrehung ( ¢ ).

192
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Abbildung 10.1: Beispiele ebener Durchlauftriger

Durch die spezielle Form der Stabtragwerke kann stets ein Anfangs- und ein Endkno-
ten festgelegt werden. An einem solchen Anfangs- oder Endknoten sind stets drei der
Zustandsgrossen bekannt und drei unbekannt. Welche der Zustandsgrlossen bekannt und
welche unbekannt sind, hdngt von den Randbedingungen des Anfangs- bzw. des End-
knotens ab. In Abbildung 10.2 sind Beispiele fiir die Ausfithrung von Anfangsknoten

zusammengestellt; fiir Endknoten gelten analoge Beziehungen.

Betrachtet man ein einzelnes Element eines Stabwerkes, so kénnen alle Zustandsgrossen
des rechten Knotens durch die Zustandsgrossen des linken Knotens (und umgekehrt) aus-
gedriickt werden; hierbei werden die Kraftgrossen mit den Gleichgewichtsbedingungen
und die Verformungsgrossen mit den kinematischen Vertraglichkeitsbedingungen und den
Flexibilitatsbeziechungen ermittelt. Ebenso konnen an einem Knoten die Zustandsgrossen

rechts vom Knoten durch die Zustandsgrossen links vom Knoten ausgedriickt werden.

Benutzt man diese Eigenschaften, so kann man fiir einen beliebig belasteten Durchlauf-
triiger ohne Gelenke und ohne starre Lager zwischen Anfangs- und Endknoten das Ubert-
ragungsverfahren entwickeln. In Abhéngigkeit von den drei unbekannten Zustandsgrossen
des Anfangsknotens (linker Knoten des ersten Elementes) werden bei einem ersten Berech-
nungsgang die Zustandsgrossen aller Knoten infolge einer dusseren Belastung sukzessive
ermittelt. Man erhélt so die Zustandsgrossen des Endknotens in Abhéangigkeit von den

drei unbekannten Zustandsgrossen des Anfangsknotens.
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ZustandsgrdBen im Knoten 1

Antangs - bekannt: unbekannt:
knoten 1

(0)2-1——1—( U, w, P =

1}
(=)

N, Q, M

1
(=]
c
L4

©

(b) ;——I—{ N, Q, M =

1 N, M =0 u, w, ¥

{e)
%cw lQ' = Cw w

Abbildung 10.2: Beispiele fiir Anfangsknoten

Das zu losende Gleichungssystem hat die Dimension [6 x 6] mit jeweils drei unbekannten

Zustandsgrossen des Anfangs- und Endknotens.

In einem zweiten Berechnungsgang werden die Zustandsgrossen der Elemente aus den sechs
bekannten Zustandsgrossen des Anfangsknotens wiederum sukzessive berechnet. Im Ge-
gensatz zum Weggrossen- und Kraftgrossenverfahren (Kapitel 6 und 9) ist die Dimension

der zu 16senden Gleichungssysteme von der Anzahl der Knoten und Elemente unabhéngig.
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Sind bei einem Durchlauftrager zwischen Anfangs- und Endknoten Gelenke oder starre
Lager angeordnet, so ergeben sich zusétzlich unbekannte Verformungs- bzw. Kraftgrossen
und zuséatzliche Bestimmungsgleichungen infolge von Kraft- bzw. Verformungsbedingun-
gen (Abbildung 10.3). Die zusétzlichen unbekannten Zustandsgrossen werden im folgenden

als Sprunggréssen bezeichnet.

Kraft- bzw. VerformungsgrdBen
bekannt: unbekannt:

(@) Mﬁ) Mz 0 ©
o &—1&/
-_.Ft{
by

c
£

1
o
x:
<1

Abbildung 10.3: Gelenk und Lager mit Sprunggrossen

10.2 Zustandsvektoren und Ubertragungsmatrizen

An einem unbelasteten Element wird ein bekannter Vektor von Stabendkréften (Sl) mit

den Gleichgewichtsbedingungen vom linken zum rechten Knoten iibertragen.

In Abbildung 10.4 sind die Komponenten der Stabendkraftvektoren Sl und S eines ebe-
nen Stabelementes dargestellt. Beim Ubertragungsverfahren werden alle Zustandsgrossen

in den lokalen Koordinaten des betrachteten Elementes angegeben.

=2 §r -F -
Si{ X O W . Uy x @ rmY3_,
(i S v il
p: 2ys e

—f,— —_ —

Abbildung 10.4: Kraft- und Verformungsgrossen eines ebenen Stabelementes
Fiir die Stabendkréfte des rechten Knotens des Elementes (@) gilt:
5 =G5, (10.1)

G wird als Kraftiibertragungsmatrix bezeichnet und ist wegen ihrer Eindeutigkeit regulér.
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Die Stabendverformungen des linken Knotens werden ebenfalls zum rechten Knoten iibert-
ragen. Mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten gilt fiir virtuelle Kréfte Sl und S” in
Richtung von Eﬁ und u;:

(S @ + (5" m = (8)" u). (10.2)

1 —1

Dabei stellt die linke Seite der Gleichung die dussere und die rechte Seite die innere Arbeit
dar. Die inneren elastischen Verformungen werden mit u{ bezeichnet; sie werden am linken
Knoten definiert. Setzt man fiir die virtuellen Kréfte ﬁ Gleichung (10.1) ein, so ergibt

sich

()7 G + (8)" @ = (8w
Fiir beliebige Sﬁ ist

Gl u) + 1) = .
Daraus konnen die Verformungen am rechten Knoten berechnet werden:

u = —(G))'u + (G) ' (10.3)

Es gilt ein zur Gleichung (5.4) analoges Werkstoffgesetz

= f, 3, (10.4)
Wir definieren den Zustandsvektor des linken und rechten Knotens zu
=l Ei —=r EZ‘
Z =g |» &= | @
S. S,

Fiir die Ubertragung vom linken zum rechten Knoten eines Elementes ergibt sich damit
aus (10.1), (10.3) und (10.4):

[W _ [ -G @, ] [“ll ] (10.6)
S.

(10.5)

) Q Qz

Mit der Ubertragungsmatrix

: -G G,
gilt allgemein

E ) (10.8)
Ist ein Element belastet, so ist

zZ=Uz + 2 (10.9)

mit 2V als Zuwachs des Zustandsvektors infolge einer Belastung zwischen den Knoten des

Elementes: bei Streckenlasten erhalt man 50 durch Intecration:
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Gleichung (10.9) macht es somit moglich, den Zustandsvektor vom linken Knoten des
Elementes () zum rechten Knoten des Elementes unter Beriicksichtigung von &dusseren

Lasten zu iibertragen.

Im néchsten Schritt werden die Zustandsgrossen vom rechten Knoten (Stabende) des
Elementes D (z}) zum linken Knoten (Stabende) des Elementes @ (zL,,) iibertragen.

— Die Elemente des Durchlauftrigers sind mit (I) beginnend fortlaufend numeriert. Das

Element (@) hat links die Knotennummer ¢ und rechts die Knotennummer ¢ + [. —

Fiir die Ubertragung am Knoten k soll gelten:

z, =U,Z. (10.11)

Dabei ist U,, die Ubertragungsmatrix des Knotens k, die entsprechend der Ausbildung
des Knotens k besetzt ist. Fiir einen ungelagerten knick- und gelenkfreien Knoten hat U,

die Form

é 0 ] (10.12)

Ist ein Knoten belastet, so denkt man sich die Belastung an einem Stabende eines Ele-

mentes angreifend. Mit beriicksichtigt werden also auch Knotenlasten bei der Berechnung

des Lastvektors €] bzw. &}, ;.
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Abbildung 10.5: Kréfte und Verformungen an Lagerpunkten mit Federn

Da beim Ubertragungsverfahren immer im lokalen Koordinatensystem gerechnet wird,
sind bei einem Knick des Durchlauftrigers im Knoten k die Stabendkréfte und -
verformungen zu drehen. Man benutzt dazu die Drehungsmatrix L, (entspricht L' von
Gleichung (3.7)). Fiir die Berechnung des Winkels wird das lokale Koordinatensystem
des Elementes @ als globales und das des Elementes (i) als lokales Koordinatensystem

interpretiert. Bei einem Knick ist also

_ | L 0

(10.13)

[
|

Ist der Knoten k elastisch gelagert, so ist mit ¢, als Matrix der Federkonstanten

I 0

10.14
¢, —1 ( )

In Abbildung 10.5 wird diese Beziehung fiir Dreh- und Senkfedern verdeutlicht.

Fiir einen Knoten k ohne starre Lagerung und ohne Gelenk ergibt die Zusammenfassung
der Gleichungen (10.12) bis (10.14) fiir die Ubertragungsmatrix

Ly 0
—¢, —Ly

(10.15)

Bei starren Lagern und Gelenken ergeben sich zusétzliche unbekannte Kraft- bzw. Ver-
formungsgrossen Z,, namlich Auflagergrossen und gegenseitige Verformungen (Abbildung
10.3). An Stelle von Gleichung (10.11) gilt dann

Ziy = U 2 + 2. (10.16)

Es gibt zwei Moglichkeiten, diese Sprunggrossen zu erfassen. Einmal kann man die me-
chanische Bedeutung der zugehorigen Kraft- bzw. Verformungsgrosse éndern und die fol-
gende Berechnung nicht mit der urspriinglichen Zustandsgrosse, sondern mit der Summe
aus Zustands- und Sprunggrosse durchfiihren. In diesem Fall bliebe die Grosse des zu
l6senden Gleichungssystems erhalten. In einem zweiten Berechnungsgang miissten die
Sprunggrossen ermittelt werden. Eine andere Moglichkeit ist, die mechanische Bedeutung
beizubehalten und den Vektor der unbekannten Zustandsgrossen um die Sprunggrosse zu
erweitern. Diese Methode fithrt zwar zu einer direkten Erweiterung der Dimension des

Problems, ist bei einer Systematisierung der Berechnung jedoch von Vorteil.
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Bei der praktischen Berechnung macht man die Ubertragung nicht fiir jedes Element
und jeden Knoten einzeln, sondern iibertrigt in einem Schritt vom linken Knoten des
Elementes () zum linken Knoten des Elementes @ Die Ubertragungen nach Gleichung
(10.9) und Gleichung (10.16) ergeben

4 _FF 7=l s LT 20
§z+1_Qsz§z+§k+Qk§z

Das Produkt der Matrizen U, nach Gleichung (10.15) und U, nach Gleichung (10.7) fassen
wir zu einer neuen Ubertragungsmatrix U, zusammen. Die Ubertragung von Z? {iber den

Knoten k ergibt den neuen Lastvektor z?:

—Li(GI)™! Ly(GT) ™ f,

Qk QZ =U, = B _ S = (10.17)
und z? =U, zg’.
Somit ist

2o =UZ + 2, + 2. (10.18)

10.3 Das Verfahren der Ubertragung

Mit Gleichung (10.18) und der Ubertragungsmatrix nach Gleichung (10.17) kénnen nun,
wie in Abschnitt 10.1 beschrieben, die Zustandsvektoren in den einzelnen Elementen in
Abhéngigkeit von den unbekannten Zustandsgrossen des Anfangsvektors sukzessive be-

rechnet werden.
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Ausgehend vom Zustandsvektor z¢ ergeben sich bei einem Durchlauftriger mit n Elemen-

ten die Zustandsvektoren z, bis z, zu:

Z = U124+ %+2
Zh = U 2o+ 23 +280=UU 2+ Us(Z +2) + 25+ 29
Zy = Uszb+3,+2

Us Uy Uz + U Uyg(Zy) + Us (25 + 29) + 24 + 25

Zhy = UpZh+Zp1 +20 (10.19)
1 n i
= [l Gza+>(1 Ui +2- )+ 20 +20
i=n,—1 7j=2 1=n,—1

Der Vektor der Zustandsgrossen des Endpunktes wird mit z!,; bezeichnet. Wenn am
Ende des Durchlauftrigers Lagerbedingungen vorhanden sind, kénnen diese im Vektor der
Sprunggrossen Zz,,; erfasst werden. Das Ende des Durchlauftrégers ist dann ungelagert
und es gilt:

Sﬁu—l =0.

Eine andere Moglichkeit zur Erfassung der Lagerbedingungen am Ende des Durchlauf-
triigers ist, diese im Zustandsvektor z! ,; als Unbekannte zu beriicksichtigen.

Die Dimension des zu losenden Gleichungssystems ist gleich der Summe aus Anzahl der

Sprunggréssen und der Dimension von z! (im ebenen Fall sechs).

Wie oben erwédhnt, sind in einem zweiten Berechnungsgang die Zustandsgrdssen in den
einzelnen Elementen durch wiederholte Matrizenmultiplikation zu berechnen.

Aufgaben, wie man sie mit dem Ubertragungsverfahren 16st, werden als Randwertproble-
me bezeichnet. Das Verfahren wurde urspriinglich fiir die Berechnung mit Tischrechen-
maschinen entwickelt. Es wird jedoch auch heute noch bei der Berechnung von Durch-
lauftragern in kleineren Rechenanlagen verwendet. Es ist moglich, andere Stabtragwerke
(Abbildung 10.6) mit dem Ubertragungsverfahren zu berechnen /35/. In einem solchen
Fall miissen Teile des Tragwerks angefedert werden. Die Berechnung ist jedoch nicht mehr
exakt. Ein Problem ist die im Vergleich zum Weggrossenverfahren relativ grosse nume-
rische Instabilitit, die durch die wiederholte Multiplikation und die damit verbundenen
Rundungsfehler verursacht wird /95/.

Das Ubertragungsverfahren ist damit beschrieben. Einen Uberblick iiber die erforderlichen
Einzelschritte gibt die folgende
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 cod codt o

, ¢
T e s Hxxx

c, = LEI/h

Abbildung 10.6: Rahmentragwerk mit Idealisierung als Durchlauftrdger unter Ver-

nachléssigung von Normalkraftverformungen

Zusammenfassung der Berechnung nach dem Ubertragungsverfahren

1) Festlegung der Element- und Knotennumerierung;

2) Festlegung der Zustandsvektoren von Anfangs- und Endknoten;

0.
1)

(1)

(2)

(3) Festlegung der Sprunggrossen;

(4) Besetzung der Ubertragungsmatrizen U; und der Lastvektoren Z
(5)

5) Berechnung des Produktes H U, und der Produktsummen ZHZ?—I und

j i
> 1] Uiz, nach Gleichung (10.19);
j i
(6) Losung des Gleichungssystems aus (10.19) und den Bedingungsgleichungen fiir die

Sprunggrossen;

(7) Wiederholung der Produkte von (5) und elementweise Berechnung der Zustands-

grossen.

10.4 Ubertragungsmatrizen und Zustandsvektoren
des ebenen Stabelementes
Fiir das ebene Stabelement sind die Zustandsgrossen des linken und rechten Stabendes in

Abbildung 10.4 dargestellt. Die Kraftiibertragungsmatrix nach Gleichung (10.1) wird aus
den Gleichgewichtsbedingungen bestimmt.

-1 0 0
G=] 0 -1 0 (10.20)
0 — -1

Die Inverse der Transponierten von G, ist

-1 0 0
GH™ = 0 -1 1 (10.21)
0 0 -1

Die Flexibilitatsmatrix wird analog zu der des ebenen Stabelementes Typ-b gebildet:

61,/A 0 0}

fo=— { 0 202 31 (10.22)
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Fiir den ebenen Durchlauftriager ohne Knicke vereinfacht sich unter Vernachléssigung der

Normalkraftverformungen die Ubertragungsmatrix. In diesem Fall ist

sina =0 und cosa =1,

und die zur Normalkraftverformung %, und zur Normalkraft S; gehorigen Zeilen und

Spalten in U, konnen gestrichen werden.

Damit ergibt sich:

1 = 13/(6EL) 12/(2E1,)
L —I2/(2E1,) —1/(EI) (10.26)
—cw —Cul | 1= c,l®/(6EL,) —c,l*/(2E1,)

[+ c,2/(2EL) 1+ c,l/(EL)

Fiir das Ubertragungsverfahren werden neben den Ubertragungsmatrizen U; die Lastvek-
toren z¥ benétigt, die den Einfluss der Belastung im Element () auf den linken Knoten
des Elementes @ erfassen, d.h. Knicke und elastische Lagerung im betreffenden Knoten

miissen beriicksichtigt werden.
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In der Herleitung des Lastvektors z wird entsprechend Gleichung (10.9) zuerst der Last-
vektor z¥ berechnet, der den Einfluss der Belastung auf das rechte Stabende des Elementes
@ beriicksichtigt. Anschliessend berechnen wir den Lastvektor z{ nach Gleichung (10.17).
Fiir den Lastfall einer linear verinderlichen Streckenlast (Abbildung 10.7 (a)) ist der Last-

vektor

i 0 1 o1
(p" +4p")/(120E1,) a
l3 r l
e (p" +3p")/(24E1,) _ | @ (10.27)
0 0
—(pr +pl)l/2 as
(" +2h2/6 | | aa ]
(a) ()
1 pr P
p[[[[mmn 23Y3 i % l R PUE
"‘E* o ftéé;,a; ) ® ié S
n [ 520 o b — 52T
-

Abbildung 10.7: Streckenlast und Einzellast im Element

Mit den berechneten Hilfswerten a; bis a4 wird 2¥ mit U, nach Gleichung (10.15) berech-

net:

—a1 sin«
@ COS (v
z = & (10.28)

as sin «

—Cyp@1 — a3 COS ¥

—C(pag — Qa4

¢y und ¢, sind die Federsteifigkeiten nach Gleichung (10.24).
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Fiir den ebenen Durchlauftriger ohne Knicke wird z¥ unter Vernachlissigung der Nor-

malkraftverformungen zu:

" +4p")/(102E1,)
ZZQ _ _53(pT + 3pl)/(24EIy) . (10.29)
—c,l'(p" +4p')/(120EL,) + (p" +p') /2

¢, P(p" + 3p")/(24EL,) + (2p" + p")I?/6

Fiir eine im Element (D) angreifende Einzellast (Abbildung 10.7 (b)) gilt:

i ; Lt
P/ (6E1,) a
20 = —PY/REL) | _ | e (10.30)
= 0 0
—P as
i —Pb | | ay |

Gleichung (10.28) ergibt den Lastvektor 2 . Fiir den ebenen Durchlauftriiger ohne Knicke

wird z? unter Vernachlissigung der Normalkraftverformungen zu:

Pbv®/(6E1,)
2 = —PY/(2B1,) (10.31)
B —cPV?/(6EL) + P | '

¢,Pv?/(2EL,) + Pb

Dies sind die haufigsten Lastfille. Die Lastvektoren fiir andere Lastfélle konnen mit den
Gleichgewichtsbedingungen und dem Prinzip der virtuellen Arbeiten berechnet werden.
An einem elastisch gelagerten und einem starr gelagerten Durchlauftrager wird nun das

Ubertragungsverfahren erliutert.
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Beispiel 10.1:

Der in Abbildung 10.8 abgebildete elastisch gelagerte Durchlauftriger wird unter Ver-

nachlissigung von Normalkraftverformungen mit dem Ubertragungsverfahren berechnet.

Die Federsteifigkeiten sind wie folgt festgelegt

cl = 20kN/m,
¢t = 50kN /m,

cl =10kNm, ¢ = 100kN/m
und c?o = 50kNm

Element @ '

2
EIY = 16,667 kNm

Element @ u. @

EIY = 66,667 kNm

Abbildung 10.8: Elastisch gelagerter Durchlauftriger

Da weder Gelenke noch starre Lager im Tragwerk vorhanden sind, gibt es keine Sprung-

grossen.

Nach Voraussetzung miissen Knotenlasten im Element angreifen. Wir beriicksichtigen die

Belastung am linken Stabende des Elementes () im Lastvektor Z?.
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Die Zustandsvektoren des Anfangs- und Endknotens sind entsprechend den Randbedin-

gungen:
—1 —4
Uy Uy
—1 —4
U U
- - 3
—1
—10us 0

Die Ubertragungsmatrizen der Elemente (D) bis 3) und die Lastvektoren z{ und z§ werden
mit Hilfe der Gleichungen (10.26), (10.29) und (10.31) besetzt:

1 —1] 001 0,03 1 -1 0,0025 0,0075

|0 1003 —006| . _ |0 1|-00075 —0,0150
YTl —100 100 0 -3 =710 o0 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1

1 —11] 0,0025 0,0075 0,005 0,01

0 1 |=0,0075 —0,0150 | _, —0,015 | —0,04
U, = R

—50 50 | 0,8750 —0,3750 0 15, 50

0 =50 1,3750  1,7500 0,500 10

Mit SMIS kann man die Matrizenprodukte und die Matrizensummen durchfiihren. Die

Eingabe ist im folgenden zusammengestellt:
LOAD F1=U1 N1=4 N2=4

Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix U,
LOAD F1=U2 N1 =4 N2=4

Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix U,
LOAD F1=U3 N1 =4 N2=4

Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix Us,
LOAD F1 =710 N1=4 N2=1

Es folgen die Elemente des Lastvektors z{.

LOAD F1=730 N1=4 N2=1

Es folgen die Elemente des Lastvektors z3.

MULT F1=U3 F2=U2 F3=1U32

MULT F1 =U32 F2=Ul F3 = U321

Die Matrix U321 enthéilt die Elemente des Matrizenproduktes U; U, U .

MULT F1 =U32 F2 =710 F3 =70

ADD F1 =70 F2=1730

Der Vektor ZO enthélt die Elemente des Lastvektors; er wird aus der Summe U3U, Z? +Zg
gebildet.

PRINT F1 = U321

PRINT F1 =70
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Mit der Ubertragungsmatrix des Gesamtsystems U321 und dem Lastvektor Z0 des Ge-

samttragwerkes wird das zu losende Gleichungssystem aufgestellt:

UsU, U 2+ U Uy 20 + 25 + 24 oder
-1 —1] 01 0,12 ul 0,05 0,01 ul
3 —2/-0,06 0 ul |00 | | 004 ) ul
—50 150 -5  —9 —20m} —2,50 15,5 0
—350 300 | 4 -5 —10m} 2 10 0

Mit den beiden letzten Zeilen des Gleichungssystems werden die unbekannten Anfangs-

verformungen bestimmt. Aus

50wy + 24073 +13 = 0 oder
—430my + 350T3 + 12 = 0

ergibt sich:

Ty = —0,013836 und w3 = —0,051284.

Der Anfangsvektor der Zustandsgrossen ist damit

—0,013836
i —0,051284
0,276700
0,512840
Fiir den zweiten Berechnungsgang wird der Anfangsvektor der Zustandsgréssen z) in
SMIS eingelesen und die Zustandsgrossen der weiteren Elemente mit den folgenden SMIS-

Befehlen ermittelt:
LOAD F1=71L N1=4 N2=1

Es folgen die Elemente des Vektors le

MULT F1=Ul F2=7I1L F3 =72L

ADD F1=72L F2 =710

PRINT F1 = Z2L

Die Zustandsgrossen z,, werden durch den Befehl PRINT ausgegeben.
MULT F1=U2 F2="73L

PRINT F1 = Z3L

Die Zustandsgrossen zi werden durch den Befehl PRINT ausgegeben.
MULT F1=U3 F2="74L

ADD  F1 =74L F2 =730

PRINT F1 = Z4L
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Die Zustandsgrossen z} , d.h. die Zustandsgrossen rechts des Knotens 4 werden ausgege-

ben. Es ergibt sich zusammengefasst:

0, 0606 0,1624 0,2143
» —0,1054 v —0,0851 3 —0,0255
—5,2833 —5,2833 0
1,2896 —3,9938 0

Dimension [kN, kNm, m]

In Abbildung 10.9 sind die Biegelinie und die Querkraft- und Momentenzustandslinie
graphisch dargestellt. Die Auflagerreaktionen am Knoten 4 werden entweder iiber das

dussere Gleichgewicht oder aus den Federbedingungen Vj = ¢ @3 und My = ¢ i3 ermittelt.

Es ergibt sich V, = —10,7167 kN und M, = 1,2771 kNm. Bei der Querkraftlinie ist die

Einzellast im Knoten 1 zu beriicksichtigen.

5.2833
: ® \
LO | '

1, 2896 10716

05128 (‘/@\ 3 .
0.2143 , .

O] 1,271

3,9938

Dimension [m, kN, kNm]

Abbildung 10.9: Biegelinie, Querkraft- und Momenten-Zustandslinie

Wie schon erwihnt, ist das Ubertragungsverfahren urspriinglich fiir die systematische
Berechnung mit Tischrechenmaschinen entwickelt worden. Falk /18/ schldgt dazu ein

spezielles Verfahren fiir die Matrizenmultiplikation vor, das im Anhang A1 erldutert wird.

Das Beispiel wird mit den oben angegebenen Ubertragungsmatrizen nach dem Falk’schen
Schema berechnet (siehe Seite 22). Als Ergebnis erhélt man das folgende Gleichungssys-

tem:
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i) —-3uy — 22w, — 0,06 = 7y
(i) 42w — 2uy — 0,01 = uj
(iv) 50w + 240m — 13,0 = 0
(v) 430w + 350m + 12,0 = 0.

Aus den Gleichungen (iv) und (v) kénnen die unbekannten Anfangsverformungen %} und

u} berechnet werden:

uy, = —0,013836
u; = —0,051284

Im zweiten Berechnungsgang benutzt man das Falk’sche Schema des ersten Berechnungs-
ganges, fiihrt jedoch die nun moglichen Multiplikationen mit @ und @} durch. Es ergibt

sich Z! bis Z} (siehe Seite 22).



KAPITEL 10. DAS VERF. D. UBERTRAGUNGSMATRIZEN

210

o ]
0
§520°0-
Ev120
[8666°¢€-]
€€82°G-
1580°0-
$291°%0
- —
wmww.ﬁl
£€82°G-
¥501°0-
9090°0 |
82150~
L9420

£150°0-
8€10°0-

buebsbunuydsauasg 2

00°21 = 00*z+00*0r|f ose ! oev-][o0ss T 0sie*T | 05— 0
00°€T = 0§°2-05°ST|| ovz | o5 |[[osze‘o- osze‘o 'os  os-
— v —— — —— —— — f— lll+'l| II'!I:I!II-.II.I‘.'II!II'
£0°0- = €0‘0-v0‘0-|| - 2 0S10°0- mNoo.o-“ 1 0
90°0 = S0°0+10°0 || 22-! ¢- ||sc00‘0 sz00'0 !'1- 1
50 ozt 1ozt 1 1 To 0
0 oct ! oot- 0 1 Jo o
poatudatod || bubutote vl | Bluliotabalatvir ol fhot bl
§220°0-||sc2t0y s9°T||osT0‘0- Sz00%0-) 1 0
i |
sre20°0|[s92-! 2*0-||sL000 szoo‘o P 1- 1
5°0 oT- 1 0z- T T 10 0
0 0€T | oo1- €~ 0 001 00I-
- —— ||I.I*.||ll I|l¢|||||!||l|l'l'|l
$10°0- || 91 1 9% || 90‘0-  €0°0- i1 0
I l
s00°0 || €1-18%0 || €00 10°0 '1- 1
0 o1- ! 0
0 0 | oz-
— e — - ll'llll
0 1 1o
0 0 |1
\z €n Zn
Z @
buebsbunuydsauag °1



10.4. UBERTRAGUNGSMATRIZEN U. ZUSTANDSVEKTOREN... 211

Beispiel 10.2:
Der in Abbildung 10.10 abgebildete Zweifeldtriager wird nach dem Ubertragungsverfah-
ren unter Vernachlissigung der Normalkraftverformungen berechnet. Der Einfluss von

Sprunggrossen (hier Auflagerreaktionen) wird speziell erlautert.

BLKN

BkN/m DILJ[ 8 kN/m in allen Elementen
~ EI_ = 20 EIC
1
O+~ @ £ @ £ Y y
s te
l—-:mj
L‘2m+—Lm—+—Lm

Abbildung 10.10: Zweifeldtréger

Zur Vereinfachung wird EI; = 1 gesetzt. Damit werden E I/ -fach Verformungen berechnet.
Wir beriicksichtigen das Auflager am Knoten 4 im Endvektor Z). Die Zustandsvektoren

des Anfangs- und Endknotens sind:

1
Us 0
u ud
1 | Y 1 _ | U3
Z] = 2y = 1
0 S5
0 0

Zu den unbekannten Zustandsgrossen g%, gé, gg und 521 kommen bei starr gelagerten
Durchlauftrigern die Lagerreaktionen im Innern als unbekannte Sprunggrossen hinzu,
hier die Lagerreaktionen A und B (Abbildung 10.10). Gleichzeitig gibt es fiir jede Lager-

reaktion eine zusétzliche Bestimmungsgleichung. Hier sind dies die Bedingungen

ngo und ggzo.

Die Zustandsvektoren der Sprunggrossen Z, und Z; sind entsprechend der Lagerung be-

setzt:
0 0
0 0
Zo=|—|A Z3=|—|B
1
0 0

Die Ubertragungsmatrizen der Elemente (I) bis @) und die Lastvektoren 0 und Z9 ergeben

sich zu:
1 —=20,0667 0,1 1 —410,5333 0,4
0 1 -0,1 -0,1 0 1 —-0,4 —-0,2
Q1 = Q2 = Qg =
0 O 1 0 0 O 1 0
0 0 2 1 0 O 4 1
0, 2667 4,2667 + 4, 2667
8,5334 — 10,6667
. | —05333 | —4,2667—6,4 | _
2= |/ Z3 = = 96
16 32+ 64
o S 192



212 KAPITEL 10. DAS VERF. D. UBERTRAGUNGSMATRIZEN

Fiir die Sprunggrossen (Lagerreaktionen A und B) sind zusétzlich die Matrizenprodukte

UsU,yZy und Us Z4 zu bilden. Das zu losende Gleichungssystem hat die Form (vgl. (10.19)):

Us Uy Ui 22+ U Uy 20 + Ug 33+ Us Uy 20+ 25 = 2.

Das Beispiel wird hier mit den oben angegebenen Ubertragungsmatrizen nach dem
Falk’schen Schema berechnet (siehe Seite 26). Als Ergebnis erhélt man das folgende Glei-

chungssystem:

(i) wy — 10m + 4,2666A + 0,5333B + 106,9321 0
(i4) 8A + 4B + 336 0
(iv) uwb —  2ul + 0,2667 0
(v) w3y — 6uy + 0,53334 + 17,3372 0.

Die Auflésung ergibt:

ub=4,8, ul=25333, A=-13, B=-58.

In einem zweiten Berechnungsgang werden die Zustandsgrossen aller Elemente analog zu
Beispiel 10.1 unter besonderer Beriicksichtigung der Lagerreaktionen gebildet. Es ergeben

sich Z} bis zu Z} (siehe Seite 26).

In Abbildung 10.11 sind Querkraft- und Momentenzustandslinie graphisch dargestellt.

Zwischenwerte werden mit den Gleichgewichtsbedingungen am Element berechnet.
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50
580 ———55.5.2 - 390
1 2 3] ©
L [
ﬁ\l 30 o @
8 2=%0 39-64:250 @40

1/éf o -Eéﬁo“-:ut. @

Dimension [ kN, kNm]

Abbildung 10.11: Querkraft- und Momentenzustandslinie
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Aufgaben:

10.1 Fiir die abgebildeten Durchlauftrager bestimme man die Zustandsgrossen nach dem

Ubertragungsverfahren.

1kN/m
(a)
Ui -

2
R 3 ‘ 5 EI = 180 kNm

1-2:1\-1-— Jm-ﬁL—— 7.5m *-L-Zm-l—— 3m-—j

2
EI = 31,5 kNm
1kN/m Y
o (O g cp =21 kim
1.4‘). x ® ol 2 @ PAE] [©) 2
z
o tm e o —— ]

10.2 Man iiberlege sich anhand von Kapitel 8 den Berechnungsgang fiir die Ermittlung
von Einflusslinien nach dem Ubertragungsverfahren. Man berechne die Einflusslinie
fir die Verdrehung und fiir das Moment am Knoten 2 bei Aufgabe 10.1 (a).



Kapitel 11

Iterative Verfahren der linearen
Statik

In der “Vor-PC-Zeit” hatten die iterativen Verfahren von Cross /13/ und Kani /33/ fiir
die Berechnung ebener Stabwerke grosse Bedeutung. Diese Verfahren 16sen die Grundglei-

chung des Weggrossenverfahrens iterativ.

Im Computerzeitalter haben die iterativen Losungsverfahren linearer Probleme im Ver-
gleich zu den direkten nur geringe Bedeutung. Ein wesentlicher Grund dafiir ist der Re-
chenaufwand bei der Berechnung mehrerer Lastfélle: Fiir jeden Lastfall ist eine vollstandi-
ge Neuberechnung erforderlich. Bei der direkten Losung hingegen muss die Zerlegung der
Steifigkeitsmatrix nur einmal durchgefiihrt werden, und zusétzliche Lastfille erfordern nur

das Vorwérts- und Riickwérts-Einsetzen (siche Anhang A2.1.4).

11.1 Das Verfahren von Gauss-Seidel

Es gibt eine Reihe von iterativen Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme. Eines
der bekanntesten ist das Verfahren von Gauss-Seidel (/95/, Seite 338).

Fiir Gleichungssysteme mit gut konditionierter Koeffizientenmatrix (Anhang A1.8), deren
Diagonalelemente dominant sind und untereinander gleiche Grossenordnung haben, zeigt

das Verfahren eine gute Konvergenz.

Die Steifigkeitsmatrix nach dem Drehwinkelverfahren (Abschnitt 6.4) hat bei unverschieb-

lichen Systemen diese Eigenschaften.

216
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Im folgenden zeigen wir das Gauss-Seidel’sche Iterationsverfahren anhand der Grundglei-

chung des Weggrossenverfahrens (6.6)

Kr=R.

Die Steifigkeitsmatrix K, ,,, ist positiv definit, d.h. fiir die Hauptdiagonalelemente gilt:

K;; > 0.

Die Iterationsschritte kennzeichnen wir durch den Zeiger v. Am Anfang der Iteration ist

v =0 und r” ein geschitzter Startvektor (z.B. der Nullvektor).

In jedem Iterationsschritt v = 0, 1, ... erhélt man nach Gauss-Seidel fiir jede Knoten-
verformung r; (i =1, 2, ..., n)
s 1 R — zn:K..fV, (11.1)
t Kn ' j=1 v
Ty + j<i
mit f;’ = 0 fir j7=1
r j>i

Das Iterationsende ist erreicht, wenn die Norm (Anhang A1.3) des Differenzvektors zweier

aufeinanderfolgender Iterationsschritte kleiner ist als eine vorgegebene Fehlerschranke e:

|r* =¥ <e. (11.2)

Man bezeichnet die Interation nach (11.11) als Einzelschrittverfahren da die einzelnen
neuberechneten Komponenten r*! (i = 1, 2, ..., j) bei der Berechnung der folgenden

Komponente r}’ill verwendet werden.

11.2 Das Verfahren von Kani

Das Verfahren von G. Kani /33/ ist eines der bekanntesten Iterationsverfahren fiir die
Berechnung von Stabtragwerken mit {iberwiegender Biegebeanspruchung. Es wird auch

als Momentenausgleichsverfahren bezeichnet.

Wir beschrianken uns im folgenden auf die Darstellung fiir ebene, unverschiebliche Stab-
tragwerke und verweisen beziiglich der Erweiterungen auf verschiebliche Stabtragwerke
auf die umfangreiche Literatur (z.B. Hirschfeld /28/).
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Die Grundlage der iterativen Berechnung nach Kani ist das Gauss-Seidel’sche Iterati-
onsverfahren. Die Iteration wird in Form eines Momentenausgleichs an den Knoten des
Stabtragwerkes durchgefiihrt. Dieser Ausgleich erfolgt iiblicherweise anhand einer Sys-

temskizze mit Eintragung der Momente.

Fiir die Ableitung des Iterationsverfahrens sind einige grundsétzliche Erklarungen erfor-
derlich: Entgegen der Vorzeichenfestlegung, wie sie bei dem Verfahren von Kani gebréuch-
lich ist, behalten wir hier die Vorzeichenregeln des Weggrossenverfahrens bei (Abbildung
11.1):

Stabendmomente sind positiv im Uhrzeigergegensinn.

Die Stabelemente, aus welchen sich ein verschiebliches, ebenes Stabtragwerk zusammen-
setzt, sind in Abbildung 11.11 dargestellt. Es kénnen nur Stabelemente ohne Gelenk an
den beiden Stabenden (a) oder solche mit einem Gelenk an einem der beiden Stabenden
(b) auftreten.

Stabelement (a) Stabelement (b)
Mf"pf

([ % © r) (i % 0 :r,
M.y, l M),(p,lir

b4

IR S— —

Abbildung 11.1: Stabelemente fiir das Verfahren von Kani

Die Stabendmomente werden mit M; und M, bezeichnet; die zugehorigen Stabenddreh-
winkel sind ¢; und ¢, (Abbildung 11.1). Fiir Stabelemente ohne Gelenk erhilt man mit
(6.24) die folgende Steifigkeitsbezichung (Stabelement (a) nach Abbildung 11.1):

M, 2 1 Vi
M, 1 2 Or

Fiir ein Element mit einem Gelenk im Knoten r, also mit dem Stabendmoment M, = 0,
ergibt sich aus (11.3):

 2EI,

j (11.3)

1 3EI,

= —= s M:
2 2<Pl l /

ol (11.4)

Damit sind die Elementsteifigkeiten der Stabelemente (a) und (b) bekannt.

Wir betrachten nun das Stabelement als Teil des Gesamttragwerkes und stellen die Ver-

traglichkeit von Element- und Knotenverdrehungen dar.

In Knotenpunkten, in welchen alle Stibe gelenkig angeschlossen sind, kann keine Kno-
tenverdrehung auftreten. In Knotenpunkten mit starrer Einspannung ist der Knotendreh-
winkel Null.
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In allen iibrigen Knotenpunkten tritt ein Knotendrehwinkel auf: Er ist positiv im Uhrzei-
gergegensinn und wird mit ; bezeichnet, wobei ¢ die Knotennummer ist (Abbildung 11.2).
Zwischen den Stabendverdrehungen und den Knotenverdrehungen besteht die folgende

Vertrdglichkeitsbedingung:
In einem Knoten mit biegesteif angeschlossenen Stében sind die Stabenddrehwinkel der

biegesteif angeschlossenen Stabe gleich dem Knotendrehwinkel.

Abbildung 11.2: Kennzeichnung der Knotenpunkte und Knotendrehwinkel

Damit konnen die Steifigkeitsbeziehungen (11.3) und (11.4) durch die Knotenverdrehun-
gen ausgedriickt werden. Die Kennzeichnung eines Stabelementes erfolgt hier durch An-
gabe seiner Knotennummern. Wir weichen damit von der bisherigen Regelung, wonach

der obere Zeiger die Elementnummer darstellt, ab.
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o j

0 =9, 6 =p
i ] ! )
=9, é
- [ ! - { -
4ET 2E1 3EY
M = o, + —1L 9 M e e
2 L J z '

Abbildung 11.3: Stabendmomente und Knotendrehwinkel

Fiir ein Stabelement mit den Knoten ¢ und j gilt im Knoten ¢:

M = K+ (11.5)

Der obere Zeiger bezeichnet den abliegenden Knoten (Abbildung 11.3). Die Steifigkeits-
koeffizienten ergeben sich nach (11.3) und (11.4). Man erhélt fur

biegesteifen Anschluss in i und j:

g A,
2 l
; 2E1T

und fir

biegesteifen Anschluss in i und Gelenk in j:

3EI,
l

2 A—

Wir fassen nun die Knotennummern aller Knoten mit mindestens zwei biegesteifen Stab-

anschliissen und unbekanntem Knotendrehwinkel in der Indexmenge Iy zusammen.
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Fiir das Stabtragwerk (a) in Abbildung 11.2 ist

Iy = (2, 3, 5)

und fiir das Stabtragwerk (b):

Ip=(2, 3, 4, 5).

Fiir jeden Knoten ¢ € Iy bilden wir eine weitere Indexmenge I; mit den ,,abliegenden*

Knotennummern aller in ¢ biegesteif angeschlossenen Stébe.

Fiir den Knoten 2 in Abbildung 11.2, System (a) und (b) ist z.B.

]2 = (]-7 37 5))

fiir den Knoten 3 ist:

Am Knoten ¢ kann das Gleichgewicht fiir die mit der Indexmenge I; erfassten Stabelemente

aufgestellt werden.

Die Belastung wird als in den Knotenpunkten konzentriert angenommen. Eine verteilte
Belastung in einem Stab i — j wird (siehe Abschnitt 7.1) iiber die zugehérigen Stabendmo-
mente M}, und Mp; (Tabelle 7.1) fiir starre Endeinspannungen als Ersatzknotenmomente
erfasst. Mit Ersatzknotenmomenten kénnen auch Temperaturbelastungen und Passunge-

nauigkeiten beriicksichtigt werden.
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J 4E M, - Summe aller
aquferen Momente
M, M, n i
H Ty
‘ ' b
m i k 4§ )m -M:.( i "
Mg, -—tM;I Mz,
-_— MI’?(
P ) mLy Py ‘*l

3 6 9

Knoten 5

i
[}
]
|
-~
MG
2 5 8 > M
—- b i )t -
Ms
M
T
t
}

1 4 7
s d o d <4

\
N\ Stab 5-7
N

e- (2. 3, Sp 6. 81 9)

1
15 = (2, l", 6' 8. 9)

> M{ = Mg (Momentengleichgewicht 5)
j€ls

Abbildung 11.5: Gleichgewicht der Momente in einem Knoten

An einem Knoten i ist das Ersatzknotenmoment (Abbildung 11.4):

Mp; = — > M. (11.6)

J€l;

Knotenmoment M; und Ersatzknotenmoment Mp; fassen wir zum dusseren Moment M;

zusaminern:

Fiir einen Knoten i € I muss die Summe der inneren Momente (Stabendmomente) gleich

dem #usseren Moment sein ( Gleichgewichtsbedingunyg):

S M =M, (11.8)

Jel;
Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 11.2 durch eine Skizze veranschaulicht.

Durch Einsetzen von (11.5) in (11.8) erhalt man:
> (kfﬂz + kfﬂj) = M, (11.9)

Jel;
fiir alle i € I,.

Fiir n unbekannte Knotendrehwinkel 0; ereibt dies cenau n Gleichunegen.
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(11.9) ist eine andere Art, die Grundgleichung des Weggrossenverfahrens darzustellen. Es
werden nur Knotendrehwinkel als Unbekannte betrachtet (r = ), und es wird nur die

Bildungsvorschrift fiir die Elemente einer Zeile der Gesamtsteifigkeitsmatrix angegeben.
Wir kommen nun zur Darstellung der iterativen Losung von (11.9).

Zur Abkiirzung der Schreibweise wird in (11.9) gesetzt:

K=Y K (11.10)

Jel;

K;; ist ein Element der Hauptdiagonale der Steifigkeitsmatrix. Es ist die Summe der
Steifigkeitskoeffizienten KZJZ aller am Knoten ¢ biegesteif angeschlossenen Stabelemente.
Man erhélt damit:

K0+ k1,0, = M,. (11.11)

JEL;

Wir zeigen nun zunéchst, wie dieses Gleichungssystem mit dem Verfahren von Gauss-
Seidel gelost wird und kennzeichnen hierzu die Knotendrehwinkel durch Angabe des Ite-
rationsschrittes v:

07 ist der Knotendrehwinkel #; im v-ten Iterationsschritt. Durch Vergleich mit der Ite-
rationsvorschrift des Gauss-Seidel-Verfahrens erkennt man, dass sich 67 im (v + 1)-ten

Tterationsschritt berechnen lasst aus:

1 [ .
v+1 v
o = o (Mz- -y kgj9j> , (11.12)
i jel;
Hierbei ist
éj” =0 +1 wenn 6 +1 hekannt ist und sonst

0y =07

Dies entspricht genau dem in Abschnitt 11.1 beschriebenen Verfahren (Einzelschrittverfah-
ren nach Gauss-Seidel). Die Reihenfolge der Iteration stimmt jedoch hier nicht unbedingt

mit der Reihenfolge der Knotennumerierung iiberein.

Bei dem Iterationsverfahren von Kani wird nicht iiber Knotendrehwinkel 6; iteriert; es
werden Momentenanteile als Iterationsvariable eingefiihrt. Diese Momentenanteile werden

festgelegt durch:

My = Efﬂi, M = Eiﬂj- (11.13)

27

Hierbei sind:
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2F1
' ' l Y biegesteif in j
%:1/2%- = 1 5E]
’ l Y Gelenk in j
0B, - (11.14)
i i biegesteif in j
kjj=ky =
0 Gelenk in j
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Durch Vergleich mit (11.5) ergibt sich:

M? = 9M;: + M. 11.15
J J

Wir ersetzen K;; mit (11.10) und (11.14) durch

JEIL;

und multiplizieren (??) mit &),/ K;;. Man erhilt:

Durch Einsetzen von (11.13) folgt:

S A _
Mij = 7= (Mi_ Zsz‘)-

JEL

Fiir das Verfahren von Kani fithrt man {iblicherweise einen Drehungsfaktor fiir die Ele-

mente ein:
‘ K. B
T =% (11.16)
2Ky 25 k.
et i
Damit erhilt man die Interationsgleichung fiir das Verfahren von Kani:
——5v+1 i - ~ry
M; " = Di (—Mi +3 Mﬂ) (11.17)
JEL;
mit M o= MJV:F ' wenn M ]V:r " bekannt ist und sonst

Das Iterationsende ist erreicht, wenn fiir alle Stdbe ¢ — j gilt:

——v+1 w4
M-

Jt

< ¢ (Fehlerschranke).

Die endgiiltigen Stabendmomente erhélt man aus (11.15): Wenn ein Stab belastet ist, so
ergibt sich das endgiiltige Stabendmoment als Summe von dem Stabendmoment infolge
Knoten- und Ersatzknotenlasten und dem Stabendmoment infolge Belastung im Element

fiir homogene Randbedingungen der Verformungen:

M} = 2M; + Mj; + M. (11.18)

Mit vertauschten Indizes gilt diese Gleichung bei Stabelementen ohne Gelenk auch fiir das

Moment M;. Bei Elementen mit Gelenk am Knoten j ist M} wegen des Gelenkes Null.
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Um die Berechnung méglichst iibersichtlich zu gestalten, fiihrt man einige Vereinbarungen
ein:
(a) Die Steifigkeit E'I, wird durch ein Steifigkeitsverhéltnis E'1,/(E1;) ersetzt.

(b) Die Steifigkeit (EI7) wird als Einheit betrachtet und bei der Berechnung der Stei-
figkeiten nach (11.14) nicht berticksichtigt.

(c) Die Steifigkeiten werden in einer Tabelle fiir jedes Element dargestellt.

(d) Die Drehungsfaktoren werden ebenfalls in einer Tabelle fiir jedes Element an jedem
Knoten ermittelt. Nach (11.16) muss die Summe aller Drehungsfaktoren an einem
Knoten —0, 5 sein (Kontrolle).

(e) Man fertigt eine Ausgleichsskizze an, in der die Knoten durch ,,Doppelkreise® mit
Knotennummer, Knotenmoment und Drehungsfaktoren dargestellt werden (Abbil-
dung 11.6).

(f) Die Stabendmomente nach (11.18) werden in einer Tabelle elementweise ermittelt.

9 5
s | Knoten Nr| =
7ad
ﬁ lg 4
?’E negotives {::
14 Knotenmoment Pl

Drehungsfaktor

Abbildung 11.6: Knoten einer Ausgleichsskizze mit Knotennummer, Knotenmoment und

Drehungsfaktoren der angeschlossenen Elemente

Die Berechnung eines ebenen unverschieblichen Stabtragwerkes nach dem Verfahren von
Kani ist damit vollstéindig beschrieben. Einen Uberblick iiber die erforderlichen Einzel-
schritte gibt die folgende
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Zusammenfassung der Berechnung nach dem Verfahren von Kani:

(1) Berechnung der Ersatzknotenmomente fiir verteilte Belastung nach Abschnitt 7.1

und Bildung der Knotenmomente;

(2) Berechnung der Steifigkeitszahlen und Drehungsfaktoren und tabellarische Darstel-

lung;

(3) Anfertigung einer Ausgleichsskizze und Eintragung der Knotennummern, Drehungs-
faktoren und negativen Knotenmomente (wegen (11.17)) entsprechend Abbildung
77

.
9

(4) Beginn des Momentenausgleichs am Knoten mit dem betragsgrossten Knotenmo-

ment (zu Beginn sind alle Momentenanteile Null);

(5) Iteration - Momentenausgleich fiir alle Knoten nach (11.17) in einer gewé#hlten Rei-
henfolge. Die Summe aus abliegenden Momentenanteilen und Knotenmoment des
betrachteten Knotens multipliziert mit den Drehungsfaktoren der einzelnen ange-
schlossenen Elemente ergibt neue Momentenanteile der betreffenden Elemente am

betrachteten Knoten;

(6) Tterationsende: die Anderung der Momentenanteile ist kleiner als eine Fehlerschranke

g

(7) Tabellarische Ermittlung der Stabendmomente als Summe von Momentenanteilen

und Ersatzknotenmoment nach (11.18).

Im folgenden wird das Verfahren von Kani an zwei Beispielen erldutert (Abbildung 11.7
und 11.11).

Beispiel 11.1:

Bei dem in Abbildung 11.7 dargestellten unverschieblichen Rahmen wird das Belastungs-
umordnungsverfahren angewendet (Abbildung 11.8 (a)). Nach Abschnitt 7.1 werden die
Ersatzknotenlasten ermittelt (Abbildung 11.8 (b)). Die nur auf Normalkraft beanspruch-
ten Stédbe werden entfernt (Abbildung 11.8 (c)).

Fiir die Ersatzknotenmomente ergibt sich nach Tabelle 7.1 und (11.6):

My = Mg =—Mp:=—ql*/12 = —2,0833 kNm; M7s = —Mjo;
My = Mg =—-Mp=—ql*/12=—1,0417 kNm; Mps = —Mpa.
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E1; = konst.
FA =00
T el
T unterer Riegel: E[jf
3m oberer Riegel: EIg/2

P
l"‘_ 5m !

Abbildung 11.7: System und Belastung
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Abbildung 11.8: Entwicklung des zu berechnenden Systems

Tabelle der Steifigkeiten nach (11.14):

Element iy i
Knoten |I[m]|1,/I; k. k;; i
i
1 2 3 10,25(0,1667|0,1667
2 3 ) 1 10,4000 |0,4000
2 4 | 3 ]0,250,1667]0,1667
4 5 5 | 0,5 10,2000 |0,2000

Tabelle der Drehungsfaktoren nach (11.16):

Knoten | Element i — .
ki; > ki D
1 T —J
2 2 —1 10,1667 —0,1136
2 — 3 10,4000 | 0,7333 | —0,2727
2 —4 |0,1667 —0,1136
4 4 — 2 10,1667 —0,2273
0 3667

Kontrolle:

> D! = -0

JEI;

)
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Beginn des Ausgleichs am Knoten mit dem betragsgrossten Knotenmoment (Knoten 2)
nach (11.17):

M,, = —0,1136(2,0833 + 0) = —0, 2367

Momentenausgleich am Knoten 4:

1

M, = —0,2273(1,0417 — 0,2367) = —0, 1830

Momentenausgleich am Knoten 2:

M, = —0,1136(2,0833 — 0,1830) = —0, 2159

In gleicher Weise berechnet man die Momentenanteile Mim M;, MZQ und M;Z und
tragt sie an den Stellen (4), (5), (6) und (7) ein. Im siebten Schritt (7) ist die Iteration
abgeschlossen, da M,, gleich My, ist.

In einem achten Schritt (8) werden die nicht zu verteilenden Momentenanteile in den
Elementen 1 — 2, 2 — 3 und 4 — 5 berechnet:

My = —0,1136(2,0833 — 0,1878) = —0,2153
Moy = —0,2727(2,0833 — 0,1878) = —0, 5169
My = —0,2727(1,0417 — 0,2153) = —0, 2254

Die endgiiltigen Stabendmomente nach (11.18) werden tabellarisch ermittelt.

Tabelle der Stabendmomente:
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Element L L A ‘ A '
Knoten M;; M ;i M3, Mg, M} M;
i
1 2 0 —0,2153 0 0 —0,2153 | —0,4306
2 3 —0,5169 0 2,0833 | —2,0833 | 1,0495 | —2,6002
2 4 —0,2153 | —0, 1878 0 0 —0,6184 | —0,5909
45 | —0,2254| 0 | 1,0417 | —1,0417 | 0,5909 | —1,2671

Fiir die Darstellung der Zustandslinie miissen die Stabendmomente am linken Stabende
mit umgekehrten Vorzeichen aufgetragen werden. Abbildung 11.10 zeigt die Zustandslinie
des Momentes fiir das zum Gesamtsystem ergéanzte Tragwerk.

Beispiel 11.2:

Fiir den in Abbildung 11.11 dargestellten unverschieblichen Rahmen wird die Momenten-
linie nach dem Verfahren von Kani ermittelt.

Fiir die Ersatzknotenmomente ergibt sich nach Tabelle 7.1 und (11.6):

Mps = qi?/12 = 15,3333  kNm; M3, —Mgs;
6 _ _ ) 5 _  _2f6..
Dzawrﬁ% ijnngrll/ (%e Kﬁotgﬂr%)oorglentlél\grnmittelt v{f\gfﬁenz_ R
Mg = —M4 = —5, 333 kNm
M5 = _Mﬁ = —2, 0— 5, 0= —7, 0 kNm.
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Tabelle der Steifigkeiten nach (11.14):

Element A .
Knoten | I[m] | I,/I; Kk, E;j
i j
1 3 3,000 1 0,6667 | 0,6667
3 4 ]8,000 1 0,2500 | 0,2500
2 4 13,000 1 0,6667 | 0,6667
3 5 13,000 1 0,6667 | 0,6667
3 6 |8,544 1 0,1756 0
4 6 |3,000 1 0,6667 | 0,6667
5 6 |8,000 1 0,2500 | 0,2500
Tabelle der Drehungsfaktoren nach (11.16):
Knoten | Element — — ,
- - Kii > ki Dy
7 i —j
3 3 —1 |0,6667 —0, 1895
3 —4 |0,2500 —0,0711
3 —6 |0,1756 1,7589 —0,0499
3 —5 |0,6667 —0, 1895
4 4 — 2 10,6667 —0, 2105
4 — 3 10,2500 | 1,5833 | —0,0789
4 — 6 |0,6667 —0,2105
5 5—3 |0,6667 —0, 3636
5—6 |0,2500 0,9167 —0,1364
6 6 —4 |0,6667 —0, 3636
6 — 5 |0,2500 0,9167 —0,1364

Kontrolle:

> DI =-0

Jel;

5
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In Abbildung 11.2 ist die Ausgleichsskizze mit den Knotennummern, den negativen Kno-

tenmomenten und den Drehungsfaktoren dargestellt.

Da die Knoten 1 und 2 Lagerpunkte sind, erfolgt ein Momentenausgleich nur zwischen
den Knoten 3, 4, 5 und 6. Das Element 3 — 6 ist am Knoten 6 gelenkig angeschlossen,

deshalb erfolgt zwischen den Knoten 3 und 6 kein Momentenausgleich.

Der Beginn der Iteration erfolgt am Knoten mit dem betragsgréssten Knotenmoment.

Dem Ausgleich in Abbildung 11.2 liegt eine Knotenreihenfolge 5, 6, 4 und 3 zugrunde.

Nach Beendigung des Momentenausgleiches werden die nicht zu verteilenden Momenten-

anteile in den Elementen 1 — 3, 2 —4 und 3 — 6 berechnet:

Mz = —0,1895(5,333 40,2238 — 2,7178) = —0, 5380
My = —0,2105(-5,333 +2,6989 — 0,2019) = 0, 5970
Mszs = —0,0499(5,333 40,2238 — 2,7178) = —0, 1417.

Die endgiiltigen Stabendmomente nach (11.18) werden tabellarisch ermittelt.



Tabelle der Stabendmomente:

11.3. VERFAHREN DER KONJUGIERTEN GRADIENTEN

Element | o A . A '

Knoten | M;; M ;i Mg, | Mp; M} M;

i

1 3 0 —0,538 0 0 —0,538 | —1,076
3 4 —0,202 | 0,224 |5,333 | —5,333 | 5,153 | —5,087
2 4 0 0,597 0 0 0,597 1,194
3 5 | —0,538 | —2,718| 0 0 | —3,794 | —5,974
3 6 |—0,142 0 0 0 —0, 284 0

4 6 0,597 | 2,699 0 0 3,893 | 5,995
5 6 | —1,020| 1,012 | 5,000 | —5,000 | 3,972 | —3,996
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Fiir die Darstellung der Zustandslinie miissen die Stabendmomente am linken Stabende
mit umgekehrten Vorzeichen aufgetragen werden. In Abbildung 11.2 ist die Momenten-

Zustandslinie dargestellt.

11.3 Das Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Verfahren des Momentenausgleiches nach Kani und die Gauss-Seidel’sche Iterati-
on sind nur anwendbar fiir die Grundgleichung des Drehwinkelverfahrens, also bei Ver-
nachléssigung der Verformungseinfliisse der Normalkréfte. Das Verfahren der konjugierten
Gradienten /67/ kann auch zur Losung der Grundgleichung des Weggrossenverfahrens un-

ter Beriicksichtigung der Normalkraftverformungen benutzt werden.

Wie leistungsfiahig dieses Verfahren ist, wird an dem in Abbildung 11.3 dargestellten Rah-
men deutlich: Der Rahmen wurde unter Beriicksichtigung der Normalkraftverformungen
mit dem Verfahren von Gauss-Seidel und mit dem Verfahren der konjugierten Gradienten
berechnet. Der Rahmen hat sechs Freiheitsgrade der Verschiebung und drei Freiheitsgrade
der Verdrehung.

Beim Verfahren der konjugierten Gradienten ist nach 8 Iterationsschritten die Losung auf
107 genau. Bei der Gauss-Seidel’schen Iteration zeigte sich auch nach 100 Iterationen

keine Konvergenz.

Das Verfahren der konjugierten Gradienten wird im folgenden anhand der Grundgleichung
des Weggrossenverfahrens (6.6) K r = R erklért. Der Interationszihler ist v . Die Ordnung
der Steifigkeitsmatrix K ist n x n. Es werden Richtungsvektoren p und Restvektoren g,

eingefiihrt.

Die Steifigkeitsmatrix ist positiv definit. Die Richtungsvektoren sollen beziiglich K kon-
jugiert sein, d.h. dass die Vektoren QZ K und P, orthogonal sind (Anhang Al):
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]jf Kp, =0 fir v #p. (11.19)

Wegen der positiven Definitheit von K ist:

pl Kp >0. (11.20)

Zu Beginn der Iteration wird ein beliebiger Vektor der Knotenverformungen r, gewéhlt.

Man erhélt damit den Richtungsvektor p, und den Restvektor ¢, :

p,=q,=R— K, (11.21)

Mit einer Hilfsgrosse

T
v G4

= 11.22
pLKp, (1.22)

werden der neue Vektor der Knotenverformungen und der zugehorige Restvektor be-

stimmt:

vy = I, tap (11.23)

4y = 4, - wKp,. (11.24)

Mit der Hilfsgrosse

T

4., 9.,
B, = vl Zvil (11.25)
q’q,

wird der neue Richtungsvektor berechnet:

]21/+1 - gu+1 + BVQV' (1126)

Der Iterationsprozess wird mit den Gleichungen (11.22) bis (11.26) fortgesetzt, bis gilt:

QZH q,.,<¢ (Fehlerschranke)

oder BZ Kp <e

Es kann gezeigt werden /67/, dass nach hochstens n Iterationsschritten r; bis auf die

Rechengenauigkeit gleich r ist (n-Schrittverfahren).

Die Methode der konjugierten Gradienten ist als iteratives Verfahren fiir die Losung spezi-
eller Probleme gut geeignet. Ralston und Wilf (/67/, Seite 122-126) geben ein Programm
zur Losung linearer Gleichungssysteme mit dem Verfahren der konjugierten Gradienten

all.
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Das Verfahren wird an einem einfachen Beispiel erlautert:

Beispiel 11.3:
Fiir das System von Beispiel 11.1 (Abbildung 11.3) wird die Gesamtsteifigkeitsmatrix un-
ter Vernachlissigung der Normalkraftverformungen aufgestellt. Das sich ergebende [2 x 2]-

Gleichungssystem wird mit dem Verfahren der konjugierten Gradienten gelost.

Es wird mit EI,-fachen Verformungen gerechnet. Aus Beispiel 11.1 werden die Elemente

der Steifigkeitsmatrix iibernommen:

| B K+ K | K

2 [ 0,3333 + 0,8+ 0,3333 | 0,1667

=R, K3+ ki, |4 | 0,1667 10,3333+ 0,4
T
Knoten

oder

Der Lastvektor ist: B = | —2,0833 —1,0417

Beginn der Iteration: v =0, 1, =0, & = 1073
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Richtungsvektor und Restvektor:

Py =4y =

—2,0833
—1,0417

1. Iterationsschritt:

ap = 5,4253/7,8847 = 0,6881

[ —2 —1,4
. +o.ges| 20833 | [ 14885
—1,0417 —0,7168
[ —20833 ] 06881 [44 5 —2,0833 | [ 0,1386
L= 21 o417 30 5 22 | | —1,0417 | | —0,2772
By = 0,0177
0,1386 —2,0833 0,1017
p, = ’ +0,0177 | 7 —| 7
= —0,2772 —1,0417 —0,2956

2. Iterationsschritt:
a; = 0,0960/0,0692 = 1, 3873
Losung;:

B [ —1,4335

0,1017 —1,2924
Ty = +1,3873 | = ’
—0,7163

—0,2956 | | —1,1269

Mit den Knotenverformungen werden nach (7.5) analog zu (7.9) die Stabendmomente

unter Beachtung der Ersatzknotenlasten errechnet:

[ M) ] 5 0 0 [ —0,2154 |
M3 10 0 0 —0,4308
M3 24 0 —2,0833 1,0494
M| 1|12 0 [ —1,2924 } | 20888 | | 26003
M| 30|10 5 | | —1,1269 0 —0,6186
M 5 10 0 —0,5910
M} 0 12 1,0417 0,5909

| M| 0 6 | | —1,0417 || —1,2671

Dimension [kNm]

Unterschiede zu den in Beispiel 11.1 nach dem Verfahren von Kani errechneten Momenten

treten nur in der vierten Stelle nach dem Komma auf.

Aufgaben:

11.1 Berechnen Sie die abgebildeten Systeme nach dem Verfahren von Kani.
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11.2 (a) Berechnen Sie das System von Aufgabe 11.1 (b) mit dem Verfahren der kon-

jugierten Gradienten.

(b) Vergleichen Sie die Anzahl der Additionen und Multiplikationen von Aufgabe
10.1 (a) und Aufgabe 11.1 (b).

(c¢) Berechnen Sie das System von Aufgabe 11.1 (c) nach der direkten Steifigkeits-
methode mit SMIS und vergleichen Sie die Ergebnisse.

11.3 Berechnen Sie fiir die Systeme von Aufgabe 11.1 die Normalkrifte, Querkrifte und

Lagerreaktionen.
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L
~
&~ §-0,2254 (8)
| R (e———— 5
) o
. 1,0417 '
-0,2273
-0,1830 IZ)_l
-0,1877 (&)
-0,1878 (6}
{7) -0,2153
(5) -0,2153
{3} - 02159
(1) - 0,2367
-0.1136'
.2
b~
E | 3
20833 ? - 0,5169 (8)
- 0,136
{8} - 0,2153

Abbildung 11.9: Ausgleichsskizze
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_...---'-.r-_—- -‘h-‘-'ﬁ!"-—._.__
05909 \ ' - |- '
10495k~~~ " ]
043061 -

{kNm |

0.2153 02153

Abbildung 11.10: Momenten-Zustandslinie

/Z%m | 3 ;N 2KkNm
5 l 6
1kN/m

Fiir alle Elemente
+ * * E[y = konst.
3 &

s 5

.
3
i
()

e 8m g

Abbildung 11.11: System und Belastung
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-1.0195 1,0124
-1.0198 10126
21,0216 1.0134
-1,0258 10246
.0,9548 (1) (2)1,0850
~F
> ﬁ* 8 6
20 | o S| -70
- 0,3636 _ - 0.3636
2,5452 (1) 2.8924 (2)
- 2,7343 2734
- 2,7234 2,7003
- 05380 2,7185 0,5970 2,6992
-0,5379 0,5969 2,6989
-0,5369 T 0,5963
-0,5346 0,5923
(4) -0,5648 {3) 05138
-0,2105
ol 4
©
e
S|-53333
]
-0,2119(4) (3101926 -0.2105
" -0,2006 0,2220
-0,5380 0,5970
-0,2015 0,2235
-0,2018 0.2237
-0,2019 0,2238

1

Abbildung 11.12: Ausgleichsskizze
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1,076

1194

[kNm)

0538 0597

Abbildung 11.13: Momenten-Zustandslinie

—._- _
TkN
I 2 5. 10~ m?
=0,01m?
P e ¥
I—— Sm + Sm ——e=

Abbildung 11.14: Zweifeldrahmen
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104

[kN/m)

b 5 o]

Abbildung 11.15: System und Belastung

B
1
N 2kN$ ‘ mi}i EIy = konst.

7 _t

WN/m S -

2
! l”‘” EL = 180 Kkhm

l-*zm*l'-— 3m =!T= 7.5m % 2m-—‘——3rn —-I
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Kapitel 12

Elastische Stabilitidt ebener
Stabtragwerke

Eine der wichtigsten Annahmen aller vorangehenden Kapitel sind die kleinen Verformun-
gen (Abschnitt 1.3) des Tragwerkes. Die Gleichgewichtsbedingungen sind nur dann linear
in den Stabendkréiften, wenn der Einfluss der Verformungen vernachlassigbar klein ist. Die
Giiltigkeitsgrenzen dieser Annahme sind aus der Erfahrung bekannt und in den Normen

fiir die Berechnung von Tragwerken festgehalten.

Die Annahme kleiner Verformungen stellt in jedem Falle eine Vernachléssigung dar: Jede
Belastung verursacht in einem Tragwerk Verformungen. Die Gleichgewichtsbedingungen
wurden jedoch bisher immer fiir den Ausgangszustand formuliert, also fiir den unverform-
ten Zustand. Ein erster Schritt zur genaueren Berechnung ist deshalb die Untersuchung

benachbarter Verformungszustiande.

Die Erfahrung zeigt, dass verschiedene Tragwerke bei einer Laststeigerung anfénglich ver-
nachléssighar kleine Verformungen aufweisen; bei Erreichen einer bestimmten Belastung
treten nahezu unvermittelt grossere Verformungen auf. Dieses Verhalten hat in der Pra-
xis meist katastrophale Folgen; der Einsturz eines Tragwerkes erfolgt ohne Vorwarnung
durch sichtbare Verformungen. Wir werden deshalb im folgenden die benachbarten Ver-

formungszustédnde (Nachbarzustéinde) des unverformten Tragwerkes genauer untersuchen.

244
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Die Beschrankung auf ebene Stabwerke erscheint im Rahmen einer FEinfithrung
zweckmaissig. Hierdurch ist es moglich, den Zusammenhang mit den bekannten Darstel-
lungen /65/ zu verdeutlichen. Alle Matrizengleichungen, mit Ausnahme der Elementma-

trizen, sind jedoch fiir allgemeine Tragwerke giiltig.

12.1 Problembeschreibung und Annahmen

Fiir die Problembeschreibung wéhlen wir zwei einfache Beispiele (Abbildung 12.1): Einen
Eulerstab (nach L. Euler, 1707-1783) und einen eingespannten Rahmen.

R, A
AR AR, AR, 8 ‘ N A
’_J~ — - _‘ ,-‘_’6 ;“_s_-_r_-4
!N A' ] \ IB :
! LY \ 1 1\ /' 1
A,' \8 \ [} v, "
1 +o0 \\ ! I 9
1 ! / A u
v \// h '
A\ V] h
L »0
(a) Eulerstab (b) Rahmen (c) charakteristisches

Verformungsverhalten

Abbildung 12.1: Verzweigungsprobleme

Wird eine gegebene Belastung langsam (quasi-statische Belastung) und mit einem Pro-
portionalitidtsfaktor erhoht, dann zeigt das System (a) anfinglich keine und das System
(b) nur vernachlédssigbar kleine elastische Verformungen. Bei Erreichen einer kritischen
Belastung, gekennzeichnet durch den Proportionalitdtsfaktor Ay , treten plotzlich grosse-
re Verformungen 0 unter nahezu konstanter Belastung A\ R auf. Diese Verformungen sind
bei ideal-geraden Elementen ohne Imperfektionen irgendwelcher Art nicht eindeutig: Es
konnen sich die Verformungen A oder B (Abbildung 12.1) einstellen. Fiir die Belastung
Ak R ergibt sich ein Verzweigungspunkt im Verformungsdiagramm (Abbildung 12.1 (c)).
Die Systeme besitzen bei Erreichen der kritischen Belastung kein stabiles Verformungs-
verhalten.

Man bezeichnet solche Probleme deshalb als elastische Verzweigungsprobleme oder als

elastische Stabilitdtsprobleme.
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Das Verformungsverhalten des Tragwerkes bei Anfangsverformungen § > ¢ ist syste-
mabhéngig (Abbildung 12.2). Bei verschiedenen Tragwerken (z.B. Abbildung 12.1) ist
eine zusitzliche Laststeigerung bis zum Erreichen relativ grosser Verformungen méglich
(Abbildung 12.2 (a)). Bei anderen Tragwerken, wie z.B. bei Flichentragwerken kann die
kritische Belastung nur im Ideallfall erreicht werden (Abbildung 12.2 (b) und (c)); je-
der Verformungszustand in einer e-Umgebung von A, fithrt zu wachsenden Verformungen
unter kleineren Lasten (A < Ag) . Bei diesen Tragwerken miissen die unvermeidbaren

Imperfektionen besonders beachtet werden.

7\: A I
)\k xe ,:, lk he
) 7 7"
l, ,/s\\
l' /
I/
_ 1 .
—{l—€ 6 —f € 6
{a) (b} '

Ai: Ideal-elastische Grenzlast
Ae: (elastische) Proportionalitatsgrenze
— ideales Verformungsverhalten

-—- elastisches Verformungsverhalten

Abbildung 12.2: Ideales und elastisches Verformungsverhalten

Bei grossen Verformungen tritt zusétzlich zu dem geometrisch bedingten, nichtlinearen
Verhalten ein weiterer Einfluss auf: Der Werkstoff erreicht die Grenze des elastischen
Verhaltens (Proportionalitidtsgrenze). Insgesamt gesehen ergibt sich damit ein sehr kom-
pliziertes Last-Verformungsverhalten, das wir nur ndherungsweise in einer Berechnung

erfassen konnen.

Eine wesentliche Annahme, die wir im folgenden beibehalten werden, betrifft das elastische
Stoffgesetz: Auch bei grossen Verformungen wird vorausgesetzt, dass sich der Werkstoff

1deal-elastisch verhdlt.
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Voo bt/

W,
P -

(a) konservativ (b) nicht konservativ

Abbildung 12.3: Konservative und nicht konservative Belastung

Fiir das hier behandelte Stabilitdtsproblem gelten die folgenden zusétzlichen Ein-

schrdankungen:

— Die Belastung besitzt in jedem benachbarten Verformungszustand dieselbe Richtung
wie im Ausgangszustand (Abbildung 12.3 (a)); diese Belastung bezeichnet man als
konservativ. Probleme mit nicht konservativer Belastung (Abbildung 12.3 (b)) erfor-
dern zum Teil andere Berechnungsmethoden und werden hier ausgeschlossen (siehe
z.B. Leipholz /40/).

— Das Tragwerk besitzt keine Imperfektionen, d.h. die Stabachsen sind ideal-gerade
und ohne Vorverformungen. Im Ausgangszustand treten keine Eigenspannungs-

zustande auf.

— Die Belastung ist proportional zum Lastfaktor\ > 0; fiir jede Belastung R’ gilt:

R =\R. (12.1)

— In einer e-Umgebung des Ausgangszustandes sind alle inneren Kraftgréssen propor-

tional zu A. Die Stabendkriifte I infolge einer Belastung R’ sind:

F' = \F. (12.2)

Mit diesen Annahmen beschrianken wir uns auf die Untersuchung eines Nachbarzustandes
des unverformten Tragwerkes: Bis zum Erreichen von )\, wird angenommen, dass die

Stabendkrifte linear von der Belastung abhéngen (lineare Stabilititstheorie).

Als Losung des Stabilitétsproblemes erhélt man deshalb nur den kritischen Lastparameter

Ak, eine Aussage iiber das Verformungsverhalten nach Abbildung 12.2 ist nicht moglich.
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l RR Querschnitt :
4 .3
/ ,;;’
’
! ™
) \\\
i A
1]
ey
(a) lokales Ausbeulen {b) Biegedritllknicken

Abbildung 12.4: Stabilitédtsprobleme bei Stabtragwerken

Bei Stabtragwerken kénnen eine Reihe zusdtzlicher Stabilitdtsprobleme auftreten, die wir

hier ausschliessen miissen:

— Stdbe mit diinnwandigem Querschnitt konnen vor Erreichen der Stabilitdtsgrenze

A ausbeulen (Abbildung 12.4 (a)) /55/.

— Bei Erreichen der Stabilitétsgrenze kénnen neben den Biegeverformungen auch Ver-
drehungen in der Querschnittsebene auftreten (Abbildung 12.4 (b)). Dieses Stabi-
litdtsproblem bezeichnet man als Biegedrillknicken oder, wenn zusétzliche Querbe-

lastungen auftreten, als Kippen.

Im folgenden wird ausschliesslich ein benachbarter Verformungszustand untersucht, der

durch Biegeverformungen (Knicken) unter konservativer Belastung entsteht.

12.2 Die Knickdeterminante

Durch die Steifigkeitsmatrix K wird das elastische Verhalten eines Tragwerkes beschrie-
ben; nach (6.6) ist

Kr=R.

Die Steifigkeitsmatrix kann mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten aus den Gleichge-
wichtsbedingungen des unverformten Systems abgeleitet werden (Kapitel 6). Bei linearen
Stabilitatsproblemen sind die Gleichgewichtsbedingungen fiir einen benachbarten Verfor-
mungszustand aufzustellen. Die Grundgleichung des Weggrossenverfahrens fiir den Nach-
barzustand ist linear in r, die Steifigkeitsmatrix ergibt sich jedoch als nichtlineare Funktion
der Schnittgrossen (Stabendkréfte):

K(AF)r=\R. (12.3)

Gesucht ist der Bereich 0 < A < A, in dem es eindeutige Losungen r gibt. Ein Glei-
chungssystem besitzt jedoch nur dann eine eindeutige Losung, wenn die Determinante

der Koeffizientenmatrix ungleich Null ist.
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Diese Eigenschaft dient bei der ,,Determinantenmethode® zur Bestimmung der kritischen
Belastung: Man denkt sich die Belastung R = AR, beginnend bei A = ¢, fiir wachsendes
A aufgebracht und bestimmt fiir jeden Lastparameter die Determinante von K (AF). Die
kritische Belastung Ay R ist dann erreicht, wenn die Determinante zu Null wird: Es gibt

keine eindeutige Losung von (12.3).

Wir fassen dies zusammen in dem folgenden

Satz 12.1 Der kritische Lastparameter Ay ist der kleinste Parameter X\ > 0 , fir den
die Determinante der nichtlinearen Steifigkeitsmatric K(AF) zu Null wird. A F sind die
Stabenkrifte, die im Nachbarzustand mit der Belastung AR im Gleichgewicht sind.

Damit haben wir das Stabilitdtsproblem fiir ein Stabtragwerk auf eine Steifigkeitsberech-

nung und auf die Bestimmung der ersten Nullstelle einer Determinante zuriickgefiihrt.
Wir beginnen mit der Berechnung der Steifigkeitsmatrix des Nachbarzustandes:

Aufgrund der Annahme kleiner Verformungen bis zum Erreichen von A, kann die Ge-
samtsteifigkeitsmatrix mit der direkten Steifigkeitsmethode analog zu (6.10) aufgestellt

werden:

CkpC" = K(\F).

Die Elementsteifigkeitsmatrizen k' sind Funktionen der Stabendkrifte.

Die Berechnung dieser nichtlinearen Elementsteifigkeiten ist im allgemeinen sehr aufwen-
dig. Nur fiir ebene Stabelemente ergibt sich eine relativ einfache Moglichkeit der Dar-
stellung, die aus der Mechanik /39/ oder dem Stahlbau /73/ bekannt sein diirfte. Diese

Darstellung wird im folgenden iibernommen und in Matrizenschreibweise dargestellt.

Die nichtlineare Steifigkeitsmatrix E} fiir ein Stabelement (@) wird am wunbelasteten dif-
ferentiellen Element der Lénge dx abgeleitet (Abbildung 12.5). Zur Vereinfachung der
Schreibweise werden die Kennzeichnungen der lokalen Koordinaten und der Elementnum-

mer zundchst weggelassen. Man erhalt die folgenden Gleichgewichtsbedingungen:

d
V(v Ty =0, (i
dH
—H+ (H+ ——dz) =0, (ii)

dx



250 KAPITEL 12. ELASTISCHE STABILITAT

X
Ausgangszustand

2w
d \k\
;. o
MNachbarzustond
V + — dR
dR
- dx -

w . Durchbiegung

Abbildung 12.5: Stabelement im benachbarten Verformungszustand

dM av dH
— M+ (M + %dm’) —(V+ %dx)dx + (H + %dx)d =0. (iii)

Aus (i) und (ii) folgt:

d—vdx = 0, V = const.
dz
dH
—dx = 0, H = const.
dz
: e e dH :
Damit ergibt sich (iii) zu: d—dm — Vdz + Hdw = 0. (iv)
x

Diese Gleichung lésst sich wie folgt umformen:

d [dM dw
@ _ H —
dx { dx V+ dx} 0
d>M B d*w

oder o _HW' (v)
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Durch Vergleich mit der Grundgleichung der Balkenbiegung unter Vernachléssigung der
Verformungsanteile infolge Querkraft (vgl. (5.11)) ist mit w = w,, M = M,.I = I,

w' = —M/EI
OF = & EI = const.
dz?’
Man erhilt
d>M d*w
EIw'Y = — =H—.
v dx? dx?

Der benachbarte Verformungszustand wird also beschrieben durch die Differentialglei-

chung;:

ElvY — Hull = 0.

Bei kleinen Verformungen ist die Normalkraft N ungeféihr gleich der Horizontalkraft H.

Wahlt man das Stabelement Typ-a, so sind die mit dem Parameter A versehenen, linear

unabhéngigen Stabendkrifte (siche Beispiel 3.1):

Ay
A, = —M(0) = EIw"(0)
Ay = M(l) = —EIw"(l).

I
=

Damit ist die folgende Differentialgleichung zu l6sen:

EIw"™Y — AFiw™ = 0.

Durch Umformung ergibt sich:

wV + 2o =0 (12.4)

—\F
mit k2 = Ell, (Fy, > 0, Zug). (12.5)

(12.4) ist die Differentialgleichung der Stabknickunyg.

Fiir ihre Losung miissen insgesamt vier Randbedingungen formuliert werden.
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Es ist eine lineare, homogene Differentialgleichung vierter Ordnung mit konstanten Koef-

fizienten. Basislosungen der Form

w= )+ Cyr+ Cscos(kx) + Cysin(kx) (12.6)
fir ~ x? > 0 (Druck) und
w=C+ Cyx + Cscosh(kz) 4+ Cysinh(kz) (12.7)

fir  x* <0 (Zug)

findet man mit der charakteristischen Gleichung (/96/, Seite 435) von (12.4). Hierbei
sind die Konstanten C; und C; (1 =1, ...,4) Freiwerte, die aus den Randbedingungen

bestimmt werden miissen.

Wir zeigen zunéchst, wie sich die Konstanten C', ..., C; aus den Randbedingungen er-
geben. Die Randbedingungen sind Stabendverformungen oder Linearkombinationen der
Stabendverformungen (z.B. v , sieche Abbildung 12.6).

Fiir den Stabdrehwinkel gilt:

Y = (U5 — Ua)/li. (12.8)

Die Stablénge [; wird im verformten und unverformten Zustand gleichgesetzt.
Die Randbedingungen im um %, parallel verschobenen Element:

firz=0istw=0 und w'= —74
(12.9)

fir z =1; ist w =15 — Uy, und w' = —g.

Durch Einsetzen in (12.6) und in die Ableitung w' ergibt sich das folgende Gleichungs-

system zur Bestimmung von C1, ..., Cy (sin kl= sin(kl), cos kl=cos(kl) und I=l;):
1 0 1 0 4 0
0 1 0 C —U
° 2| = s (12.10)
1 1 cos kl sin kl Cs Us — o
0 1 —ksinkl kcoskl Cy —Tg

Die Losung berechnet man durch sukzessive Elimination zu:
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Stabenddrehwinkel: s, g
Stabdrehwinkel: 1)

Abbildung 12.6: Verformungen und Stabendkréfte

(sin kl — Kl cos kl)uz + (kl — sin kl)ug + k(1 — cos kl) (s — Us)

¢, = 2k(1 — cos kl) — K2l sin Kl
o — (coskl — 1)us — (1 — cos kl)ug — K sin kl(Us — Us)
2 2(1 — cos kl) — Kl sin Kkl
(12.11)
03 — —Cl
c, — (klsin kl + cos kl — 1)tz + (1 — cos kl)Tg + K sin kI (Us — Ta)

2k(1 — cos kl) — K2l sin Kkl
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Damit ist die Funktion der Durchbiegung bestimmt. Die Stabendkriifte S werden mit
den Gleichgewichtsbedingungen am verformten System in Abhéngigkeit von AF} aus den

Ableitungen der Funktion der Durchbiegung w berechnet.

S1 = —)\F

Sy = —AFup— NFy + F3)/l;

q _ — _ 11

zi ; :i?j = —M(0) = ETw"(0) (12.12)
S5 = —AFup + M(Fy + Fy)/l;

Se¢ = =A%y = M(l) = EIw(l)

Durch Einsetzen der Ableitungen von (12.6)

w'l(z) = —k*Cycos(kx) — k2Cysin(kx)

mit  (k* > 0, Druck)
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und mit den Abkiirzungen

sin kl — kl cos kl

= ET
o1 2(1 — coskl) — klsin ki

kl — sin kl
= EI (12.13)
% 2(1 — cos kl) — Kl sin Rl

> > 0, Druck)

(k

erhalt man:

Ss = 1y + dolig + (1 + d2)0,

_ (12.14)
Se = ¢atiz + 116 + (¢1 + P2)V
Fiir die Normalkrifte gilt:
S, = FEA(u —w)/l;
o (T =)/ (12.15)

54 - EA(—ﬂl +ﬂ4)/l1
Zusammen mit Gleichung (12.12) sind damit alle Stabendkréfte als Funktionen der Sta-
bendverformungen und der Normalkraft AF; bekannt.

Die entsprechende Losung von (12.7) fiir x? < 0 (Zug) berechnet man am zweckméssigsten

durch Transformation von ¢; und ¢9 mit

AR . L

K=t —r o, 0= 1 (imaginére Einheit)

und cos(ikl) = cosh(kl)), (12.16)
sin(ikl) = isinh(kl)).

Es ergibt sich:

~ sinh ki — Kkl cosh kl
o1 = : K
2(cosh kl — 1) — klsinh xl
~ kl — sinh k! (12.17)
= - kET.
2(cosh kl — 1) — klsinh kl

ET

Y

Mit ¢y fiir ¢y und @, fiir ¢y gelten die Gleichungen (12.12), (12.14) und (12.15) auch fiir

Elemente mit positiver Normalkraft \Fj .
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Damit kann die Beziehung zwischen Stabendverformung und Stabendkréften aufgestellt

werden. In Gleichung (12.12) ldsst man jedoch die Querkrifte S, und S5 weiterhin von

AF explizit abhéngen. Dadurch ergibt sich eine in @ lineare Steifigkeitsbeziehung, bei der

jedoch die Steifigkeitsmatrix ky von der unbekannten Stabendkraft AF} abhiingig ist:

Mit den Gleichungen (12.12), (12.14) und (12.15) und mit

Ay

2
¢ = ﬁ(d)l + ¢2) + -

by = (91 +d2)/l

erhélt man die gesuchte Steifigkeitsbeziehung:

— - - - N - - T
= Ep[ul Uy U3 Uy TUs ua}

(k* > 0, Druck)

[ S ] [ EA/L 0 0 |-EA/L 0 0 | [a ]
5, | 0 b B | | m
S’ _ ¢1 0 Oy o U3
Sy EAJl 0 0 Uy
Ss symmetrisch b, by s

i Se 1 o1 | | Us |

(12.18)

(12.19)

Durch linksseitige Multiplikation von (12.19) mit der Drehungsmatrix L%, erhiilt man:

LS =8 = Lk, (12.20)
Fiir die Stabendverformungen gilt:
Durch Einsetzen in (12.20) folgt:
S' =k '
mit der Elementsteifigkeitsmatrix des Elementes (1)
ki = L k(L) (12.21)
Die Koordinatendrehung ergibt:
[ 2EA/I+ 5%, sc(EAJL—¢,) 509 ‘ —CPEAJl — s%¢, —sc(EA/l —¢;) sy |
S2EA/l4 g, —coy ‘ —sc(EAJl — ¢1) —s?EAJl — ¢y —coyq
. é1 ‘ —5¢3 chs P2
k= - - -
symmetrisch ‘ PEA/l — s%2¢, sc(EA/l — ¢y) —5¢q
s2EA[l — c?¢, Coq
L ¢1
(k* > 0, Druck) (12.22)

s=sina = (z—2)/l;, c=cosa = (x, —x;)/l;.
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. — AEI

=5 .

.- 2FI 12.23
und /\%H—{O%:T'

Damit geht die nichtlineare Elementsteifigkeitsmatrix k% (A F7) in die lineare Elementstei-
figkeitsmatrix &' iiber (siche Abschnitt 6.2).

Mit der Elementsteifigkeitsmatrix k% (A F¥) kann die Gesamtsteifigkeitsmatrix

K(\Fy)

aufgestellt werden. Hierzu ist im allgemeinen eine erste lineare Berechnung am unverform-

ten System erforderlich, mit der der Vektor der Normalkrifte
Fy = F ... F}]

bestimmt wird. Mit den bekannten Normalkraften konnen dann elementweise die Werte
k' festgelegt werden. Die Elementsteifigkeitsmatrizen k% werden unter Beriicksichtigung
des Vorzeichens der Normalkréfte besetzt. Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K (A F) stellt

man mit der direkten Steifigkeitsmethode auf.

12.3 Losung von Knickproblemen mit der Determi-

nantenmethode

Den kritischen Lastparameter erhdlt man durch Losung der folgenden Aufgabe:

A = min {\| det(KAF,)) =0, A > 0}. (12.24)

Gesucht ist der kleinste Wert A > 0, fiir welchen die Determinante zu Null wird (vgl. Satz
12.1). Dies bereitet bei einer grosseren Anzahl n von Freiheitsgraden der Verschiebung

einen erheblichen numerischen Aufwand und zum Teil auch betréchtliche Schwierigkeiten.
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det(KIA) I~ A

. Tangentenvertahren
~ o (Newton)

/\ / -\

Sehnenverfahren
{Reguia falsi)

Abbildung 12.7: Determinantenverlauf und Nullstellenberechnung

Die Elemente der Matrix K sind transzendente Funktionen; fiir F'; — 0 erhélt man jedoch
einen positiven Wert der Determinante. Der Grenziibergang (12.23) fiihrt zur linearen,
positiv definiten Steifigkeitsmatrix (det(&) > 0). Der Verlauf der Determinante kann
damit qualitativ dargestellt werden (Abbildung 12.7).

Die Berechnung der ersten Nullstelle A\; = A\, bereitet Schwierigkeiten: Das Newton’sche
Iterationsverfahren erfordert die Ableitung der Determinante der Steifigkeitsmatrix nach
A. Diese Ableitung kann nur in Ausnahmeféllen auf direktem Wege berechnet werden
(eine allgemeinere lineare Approximation wird im néchsten Abschnitt dargestellt). Ei-
ne Berechnung mit dem Newton’schen Iterationsverfahren kann zudem zu einer zweiten
oder hoheren Nullstelle fithren (Abbildung 12.7: A, Ag, B, ..., A3). Dies kénnte zu einer

gefdhrlichen iiberschétzung der aufnehmbaren Belastung fiihren.

Es ist deshalb notwendig, in jedem Fall Abschétzungen der Form (Abbildung 12.7)

A< A < Ay

an den Anfang der Berechnung zu stellen. Derartige Abschiatzungen kénnen mit den Euler-

Féllen (Abbildung 12.8) gefunden werden. Es ist moglich, mit einer Sehnenapproximation
(Regula falsi, A — C' in Abbildung 12.7)

Aa— Ao

A=Ay — det(K(/\A))det( K(A\y)) — det(K(\e)

(12.25)

Naherungslosungen zu berechnen.

Wir zeigen zunéchst zwei einfache, direkte Anwendungen der Determinantenmethode, die

den Zusammenhang mit den bekannten Losungsverfahren herstellen.

Beispiel 12.1:
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EULER - Stabe

| ™ N A e
A T
1 2 3 ’>L J
_EIn? _ EIn? Elm? LEITL?
kk = U—-Z-— )\k H -[—2 Ak = 2.0[0 [2 Kk = [,2

Abbildung 12.8: Eulerstibe und kritische Belastung
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Berechnung der Knicklast der Eulerstdbe nach der Determinantenmethode. Wir beginnen

mit dem Eulerstab 2.

Zunichst werden die Freiheitsgrade der Knotenverformungen festgelegt (Abbildung 12.9

().
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Die Stablangsverformung r3 wird durch das Elastizitétsgesetz beschrieben und gilt fiir

alle A < \p :

FA

77"3:/\F1.

l

1= Uy rz T e

! © 7 2_._: d____\_\..
g e,

L l. -1' !_' 2‘1 !
(a) Eulerstab 2 (b) Eulerstab 1

Abbildung 12.9: Freiheitsgrade der Knotenverformung

Mit den Knotenverformungen r; und ry gilt fiir das Momentengleichgewicht rechts und

links:

P11+ a2 = 0 (3. Zeile von (12.19))
Gari+¢ira = 0 (6. Zeile von (12.19))

Damit erhalt man als Knickdeterminante:
5 - =0
oder ((bl - ¢2)(¢1 + gbg) =0. (1226)
Durch Einsetzen von (12.13) ergibt sich:

(2sin kl — kl — Kl cos kl)(kl — Kl cos kl) = 0.

Nullsetzen des ersten Faktors fithrt zu

kl=m, 37 bm, ...;

der zweite Faktor liefert die Nullstellen

kl =2, 4w, ....

Der kleinste Wert von xl bestimmt mit (12.5) die kritische Last
(AkFl == —)\kR; R = 1)
B Elr?

Ak = 2 (Eulerstab 2).

Der erste Eulerstab besitzt dieselbe kritische Last wie ein Eulerstab 2 der Lénge 2[;
(Abbildung 12.9 (b)):

Elx?

M=

(Eulerstab 1).

Fiivr den Fiileretabh 2 arhald man die Knicl-hedinoeiino:
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A

;ri-i @_? A
i} o
]
Iﬁé'g's 5.8 -
o) G; ,§:5 @ (Drehfeder) ‘-/
Pos: @

©) ’%(Senk!eder)

AN
Y
B8

(a) federgelagerter Stab (b) Ersatzstab im Gesamt-_

tragwerk

Abbildung 12.10: Ersatzstab mit Federlagerung

Beispiel 12.2:
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Berechnung der Knicklast eines federgelagerten Stabes (Abbildung 12.10 (a)). Das System

besteht aus drei Elementen:

— einem Stabelement mit der Querschnittsfliche A, der Léange [ und dem Trigheits-

moment I,
— einer Senkfeder mit der Federsteifigkeit c¢,, ,

— einer Drehfeder mit der Federsteifigkeit c,.

Fiir die Stabendkréfte (Abbildung 12.10 (a)) gilt:

K< _ —2
S1 = ¢,

Die Steifigkeitsmatrix des Stabelementes ist bekannt (12.19). Normalkraftverformungen

werden vernachlassigt. Mit der direkten Steifigkeitsmethode erh&lt man:

$1+Cw‘ by

det =0

&2 \ ¢1 + Cap
Dies ergibt mit A F} = —A R, R = 1 die folgende Knickbedingung:

det(K(N)) = (2(¢1 + ¢2) — N+ ey ) (d1 + ¢p) — (¢1 + d2)* = 0.
(12.28)

Abbildung 12.11 gibt eine graphische Darstellung der Funktion det(& ())) fiir verschiedene
Federsteifigkeiten c,,. Als Nullstellen von det(/())) erhélt man (Il =1, ¢, = 1,EI =1):

Ak Cw
12,1 | 10
18,3 | 20
20,8 | 30

Ak, ist die kritische Belastung (R = 1). Bemessungskurven fiir dasselbe Beispiel findet man
in /64/.

12.4 Die geometrische Steifigkeitsmatrix

Im folgenden wird eine linearisierte Knicklastberechnung dargestellt, die von einer linearen
Approximation des Nachbarzustandes auf Elementebene ausgeht. Diese Approximation

fithrt zu der geometrischen Steifigkeitsmatrix.
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det (K{\)) 604

L0

-L0

Abbildung 12.11: Knickbedingungen des federgelagerten Stabes

Die Ableitung der geometrischen Steifigkeitsmatrix erfolgt in diesem Abschnitt ausge-
hend von der nichtlinearen Steifigkeitsmatrix des Stabelementes (12.19). Dieser Weg ist
ungewohnlich und in der vorliegenden Form auch sonst nicht zu finden. Auf diesem relativ
umstédndlichen Weg wird der Zusammenhang zwischen der Determinantenmethode und
dem heute allgemein iiblichen Losungsweg iiber den Satz von Castigliano verdeutlicht.
In Kapitel 13 wird dieselbe geometrische Steifigkeitsmatrix auf diesem zweiten, auch fiir
andere Elemente anwendbaren Weg gezeigt. Ausgangsgleichung fiir die folgende Ableitung
ist (12.19):

S =E.(\FT'. (12.29)
Die Elementsteifigkeitsmatrix EF ist eine transzendente Funktion der Normalkrifte F}.
Die Verteilung der Normalkrifte wird wie in Abschnitt 12.3 als bekannt vorausgesetzt,

d.h. im Element (@) ist F} bis auf einen skalaren Faktor A bestimmt. Damit kénnen wir

annehmen, (12.29) sei in folgender Form dargestellt:
5 = k(W' (12.30)

Die Elementnumerierung wird zur Vereinfachung der Schreibweise zunéchst weggelassen.

Wir entwickeln (12.30) in eine Taylorreihe um einem Ausgangswert
)\0 :

S = B ()T + (0 — Ao) s (Er (%) + Resteied. (12:31)

Im Sinne einer linearen Approximation vernachlissigen wir das Restglied.
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Fir den ersten Summanden in (12.31) ist der Grenzwert Ei fir Ay — 0 bekannt (vgl.
(12.23)): Man erhélt die Matrix k. auch, wenn man die reduzierte Steifigkeitsmatrix k'
aus Abschnitt 6.1 und Anhang A3 auf die vollstindigen Vektoren der Stabendkréfte und

Stabendverformungen transformiert:

_ i (rinT
k, =T'k(T")
EA/l 0 0 —EA/l 0 0
12E1/13  —6EI/I? 0 —12EI/1®> —6EI/I?
.7 7 AEI/l 0 6E1/1% 2E1/1
J&E}OEF(/\O) =k.= EA/l 0 0
symmetrisch 12E1/13 6E1/12
4EI/l

(12.32)

Auf globale Koordinaten transformiert ist &’ mit der in Abschnitt 6.2 (vgl. (6.9)) und
Anhang A3 berechneten Elementsteifigkeitsmatrix k" identisch.

Fiir den Grenziibergang A\ — 0 des zweiten Summanden muss die Ableitung

75 k() )

berechnet werden.



12.4. DIE GEOMETRISCHE STEIFIGKEITSMATRIX 265

Die Elemente der geometrischen Steifigkeitsmatrix erhilt man zu:

S d -
ky = Alim — {Er(Mo)}. (12.33)

Die Berechnung der Grenzwerte der Ableitungen von E;(/\) erfordert einen erheblichen
Rechenaufwand. Im wesentlichen sind folgende Grenzwerte zu berechnen (vgl. (12.13),
(12.15)):

i d¢;(;0) i lim d¢2()\/\0)
mit ¢, = o1(k), ¢2 = P2(K)

und Kk = 4/ —AF}/EI.

(12.34)

Fiir die Berechnung mit der Regel von I’Hospital sind die Ableitungen der Zahlerfunktio-

nen (Z; und Z, ) und der gemeinsamen Nennerfunktion (N) zu bilden; es ist:

<_F}1l) Z, = (sinz—axcosz+ a’sina)(2 — 2cosx — wsinx)
—z(sinz — z cosx)?,
<_F}1l) Zy = (2r—sinz —xcosx)(2—2cosw — rsinz)
—(2® — wsing)(sinx — x cos 1),
N = 2x(2—2cosz — zsinx)?
mit * = kl.

Zéhler- und Nennerfunktion sind bis zur i-ten Ableitung an der Stelle Null zu berechnen.

Fiir i = 9 ergibt sich erstmalig kein unbestimmter Ausdruck der Form (0/0).
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Die neunten Ableitungen sind:

(—1> @2, = 2(1282” cos z* + 2% cos v — 1282” sin z°
Fll dl’g
+ 1280z cosz sinx + 19z sin x — 256 cos z2
— 80cosx + 256 sin 2?),
1\ d°Z, 3 2 . 2
<_Fl> o —x’sinx 4 24x" cosz + 168x sinz + 512cosx
1
— 344 cosz — 512sin 22,
d°N
I 8(1282% cos z sin x — 60822 cos 2 — 2 cos x
x

+ 608z%sinz? — 2816z coszsinz — 16z sin z
_|_

576 cos % + 54 cos x — 576 sin 2?).

Fiir x = 0 erhalt man:

. Z 2

glﬂlir(l)ﬁl = BFIZ und
Lo 1

lim 22 = —— Rl

220 N 307!

Die Ableitungen wurden mit einem Rechenprogramm (LISP) berechnet, das eine symbo-
lische Differentiation durchfithrt. Mit diesem Ergebnis kann die geometrische Steifigkeits-

matrix angegeben werden.
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Geometrische Steifigkeitsmatrix in lokalen Koordinaten:

[0 0 0 |0 0 0 |
6/(51) —1/10 |0 —6/(5]) —1/10
EoR 21/15 |0 1/10  —1/30 (12.35)
0 0 0
symmetrisch 6/(5)  1/10
i 21/15 |

Wie in Abschnitt 12.2 (Gleichung (12.21)) transformieren wir auch die geometrische Stei-

figkeitsmatrix auf globale Koordinaten. Dies ergibt:

[ 3652 —36sc  3sl | —36s% 36sc  3sl |
362  —3cl| 36sc —36¢2 —3cl
- F 412 —3sl 3cl —[?
oo L 12.36
~9 301 \ 3652 —36sc —3sl ( )
symmetrisch 36c> 3l
. 4l2 -

Damit sind die linearen Approximationen der nichtlinearen Elementsteifigkeitsmatrix des
Stabelementes und der Stabendkrifte S*()\) bekannt:

Bp(3) = K+ M,

< o (12.37)
und  S'(\) = k' + Mk

12.5 Das Eigenwertproblem der Knickung von Stab-

tragwerken

Mit den bekannten Steifigkeitsbeziehungen (12.37) kann nun die Gesamtsteifigkeit des

Tragwerkes in einem benachbarten Verformungszustand berechnet werden.
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Wir bezeichnen mit

K¢ die lineare Gesamtsteifigkeitsmatrix des Tragwerkes, die mit K (Kapitel 6) identisch

ist,

KY die geometrische Gesamtsteifigkeitsmatrix des Tragwerkes; sie wird mit Eg (12.36)

aufgestellt.
Die Berechnung beider Matrizen, K° und KY erfolgt mit der aus Kapitel 6 bekannten
direkten Steifigkeitsmethode.

Fiir dussere Lasten AR gilt:

(K°+AKY) r=\R. (12.38)
Aus dem Prinzip der virtuellen Arbeiten folgt (vgl. auch Satz 12.1):

Satz 12.2 FEin Tragwerk ist dann instabil, wenn es eine virtuelle Verformung v # 0 gibt,

fiir welche die Arbeit der dusseren Lasten verschwindet:

PT(K+MK%) r=XAiTR=0. (12.39)
Wegen 1 # 0 folgt
(K +AK9) r=0, (12.40)

die Grundgleichung der linearen Stabilitdtstheorie.

Gleichungen der Form (12.40) beschreiben ein allgemeines Eigenwertproblem (/95/, An-
hang A2.2).

Fiir [n x n]-Matrizen K¢ und KY gibt es im allgemeinen n Losungen
A1, -y Ap, die Eigenwerte von (12.40),

und n Vektoren
ry, ..., Iy, die den Eigenwerten zugeordneten Eigenvektoren.

Aus der Ableitung erkennt man unmittelbar die Giiltigkeit von
Satz 12.3.
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Satz 12.3 Der kleinste (positive) Eigenwert X = A, der Grundgleichung der linearen
Stabilitdtstheorie

(K°+ AK%)r =0
bestimmt die kritische Belastung

R, =R (12.41)
des Tragwerkes.

Die Losung des allgemeinen Eigenwertproblems ist mit dem wiederholten Losen eines
linearen Gleichungssystems verbunden. Die Losung eines speziellen Eigenwertproblems
(Anhang A2.2.1) erfordert hingegen diesen Aufwand nicht. Im Anhang A2.2.1 wird die
Transformation des allgemeinen auf das spezielle Eigenwertproblem gezeigt. Wir stellen

diese Transformation hier zusammengefasst dar: In (12.40)
(K°+AK%)r

ist K¢ positiv definit. Mit dem Cholesky-Verfahren (Anhang A2.1.4) zerlegen wir die
Matrix K¢ in L und LT und substituieren L”r durch 7. Durch Inversion von L und

Linksmultiplikation mit L~" erhélt man das spezielle Eigenwertproblem

(K - ADF —0 (12.42)

mit K =LL"
K=L"KY(L " (12.43)

und A=-1/\

Die Eigenwerte A und Eigenvektoren r von (12.40) erhélt man aus den Eigenwerten A

und Eigenvektoren 7 von (12.42) folgendermassen:

A=-1/A wd r= (L") % (12.44)

Wir erlautern nun den Zusammenhang zwischen der Losung von (12.40) und der Deter-

minantenmethode: Die Eigenwerte \; stimmen mit den Nullstellen der Determinante
det(K° + AKY)

iiberein. Die Determinante ist ein Polynom n-ter Ordnung in A\, welches die Determinan-
te des nichtlinearen Problems (Abschnitt 12.2) approximiert. Wir zeigen das an einem

einfachen Beispiel, dem federgelagerten Stab (vgl. Beispiel 12.2).
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Beispiel 12.3:

Fiir den federgelagerten Stab nach Abbildung 12.10 wird die Determinante der Matrizen
K + AKY aufgestellt und deren erste Nullstelle A5, = Ax bestimmt.

Die Determinante erhélt man aus den Elementsteifigkeitsmatrizen. Fiir
ElI=1,1=1,¢,=10,¢c,=1lund R =1

ergibt sich die Knickbedingung:

22 — §)\ 6 — i)\
det 15 120 =0.
—— ——
0 10 g 15

Es ist dies ein Polynom 2. Ordnung (Parabel):

= ’i\ 2
z @%E’i@)/rz

Abbildung 12.12: Federgelagerter Stab mit zwei Stabelementen

A — 51,55\ + 493,33 =0
mit der Losung

A, = 12,7

Im Vergleich zu der Losung aus Beispiel 12.2 (A, = 12, 1) ergibt sich ein relativer Fehler

von ca. b%.
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Eine genauere Losung erhélt man durch Unterteilung des Stabelementes (Abbildung

12.12). Fiir diesen Fall erhilt man die Knickbedingung in allgemeiner Form zu:

12ET 6\ 6EI _ X\ C12EI | 6\ 6EI | A
5t Cw— 2 10 ‘ 5t Z T 1o
6EI A AEI . _2n | 6EI _ A 2B | I\
2 10 ] » ~ 15 2 10 ] 30
det = 0.
_12B1 | 6) 6EI _ X\ 4Bl 12\ 0
3 50 12 10 3 51
_6EI | A 2EI | I\ 8EI _ 4l\
5 T 1o T30 0 ] 15

Die Losung wurde fiir alle in Abbildung 12.11 dargestellten Fille als erste Nullstelle der
zugehorigen Polynome 4. Ordnung berechnet (Tabelle 12.1).

¢w | Ndherung | Exakt | rel. Fehler %
0] 121 | 121 < 0.1

20 183 | 183 | <o01

30| 211 | 208 14

Tabelle 12.1: Vergleich der linearen und nichtlinearen Eigenwertberechnung

Bei grosseren Problemen (n > 3) wird man A, mit den bekannten Verfahren zur Losung
von Eigenwertproblemen berechnen /88/. Da nur der kleinste Eigenwert von Interesse
ist, konnen spezielle Verfahren der Eigenwertberechnung angewendet werden. Wir be-

schranken uns hier auf die Anwendung eines speziellen Verfahrens, des Iterationsverfah-

rens von R. von Mises (vgl. Anhang A2.2.3).

R Rs r3 J]
1* 2 @ 2 f t\ r
XA L / ; ‘
| AF! | A3
Ag .1 ® A5,15|®h
pr; s (] . I pu

Abbildung 12.13: Knickbedingung eines Einfeldrahmens

Beispiel 12.4:
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Fiir den Einfeldrahmen (Abbildung 12.13) wird die Knicklast nach dem von Mises’schen
Iterationsverfahren berechnet. Die Berechnung erfolgt fiir verschiedene Stiellingen h, fiir
zwei Lastverhéltnisse, Ry = Rs und R5 = 0,5R5, und fiir mehrere Steifigkeitsverhéltnisse
I, /1. Es wird ein Vergleich mit den N&herungslosungen nach DIN 4114 (Blatt 1, Ausgabe
Juli 1952) durchgefiihrt.

Néaherungsweise konnen fiir den Ausgangszustand die Druckkréfte in den Stielen den

dusseren Lasten R, und Rj gleichgesetzt werden; die Normalkraft im Riegel ist Null.

Man erhélt damit folgende Steifigkeitsmatrizen:

(a) Die geometrische Steifigkeitsmatrix K¢, 4

~SRl 0 =EIR[| 0 0 0
o 0o | o 0o o0
h
~2IR| 0 0 0
K9 =
| —SIRs| 0 —|Rs|
symmetrisch 0 0
h
I — 15| Rs] |
(b) Die lineare Steifigkeitsmatrix Kg, g
12 1A, 6 1A, ]
W T, 0 v | - 0 0
As 121 61 121 61
AR R B e
4 41 61 21
o = T
K° = LI,
12 IA, 6
w T II,. 0 h2
symmetrisch 21y }‘fl o
4 41
I nt T

Steifigkeitsverhéltnis I = I,./1;

Fiir die Iteration nach von Mises wird die Grundgleichung umgeformt:

(K — AK")r=0
mit A=—-1/X

Gesucht ist damit der grosste Eigenwert A | der den kleinsten Wert von A bestimmt (K°
ist positiv definit). Die iterative Bestimmung von A erfolgt nach dem von Mises’schen
Iterationsverfahren, das im Anhang A2.2.3 detailliert dargestellt ist. Die Iterationsvor-
schriften sind einfach programmierbar. Fiir die Berechnung wurde ein Programm erstellt.
Die Ergebnisse der iterativen Berechnung mit verschiedenen Parametern sind in Abbil-
dung 12.14 dargestellt.
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Fiir einen relativen Fehler von ca. 0,1% waren durchschnittlich vier Iterationsschritte

erforderlich. Die Konvergenzgeschwindigkeit héngt nur unwesentlich vom Startpunkt ab.

Das vorliegende Beispiel ist nach DIN 4114 (Blatt 1, Ausgabe Juli 1952) gewé&hlt. Die
Ergebnisse werden mit der Losung verglichen, die dort angegeben ist (siehe Tabelle 12.2).

10
h[m]

R2=R5 ~] Rs.’- O,SRz

o 2 ¢« 6 8 0 122 % B 1B 20
A, /(10%E) —

-4 U - 2
I,=1,=0,510""m , A_=A_ =10,5:10"%

Abbildung 12.14: Ergebnisse der Knickberechnung

Die Ubereinstimmung beider Niherungslosungen ist relativ gut. Eine genaue Aussage iiber
den tatséchlichen Fehler ist nicht moglich, da es sich bei den Verfahren um Néherungen
handelt.

12.6 Die Bedeutung der Eigenvektoren

Fiir einen Stabilitdtsnachweis geniigt {iblicherweise die Berechnung des kleinsten Eigen-

wertes von

(K° + AK%)r = 0.

Beim Iterationsverfahren nach von Mises wird zugleich der zugehorige Eigenvektor be-

rechnet.
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[=5,0m

Rs |Hohe h| I I, | Eigenwert +) | Ndherung +) | Rel.

Ry m [ 107*m?* | 107™*m?* | (Knicklast) | DIN 4114 |Fehler
5,0 0,5 0,5 14,850 14,770 0,54

1,01 6,0 : : 10,760 10,680 0,74

7.0 8.155 8,093 0,76

8,0 6,399 6,345 0,84

1,0 9,0 5,157 95,109 0,93
10,0 4,245 4,204 0,97

5.0 19,800 19,700 0,51

0,5 6,0 14,340 14,250 0,63

7,0 10,870 10,790 0,74 ..
Die mit +) ge-

8,0 8,529 8,460 0,81

1,0 9,0 6,873 6,813 0,87
10,0 0,5 0,5 5,658 5,605 0,94

50 | 01 0.1 2,971 2,955 0,54

1,0 : 0,2 : 4,861 4,830 0,64

0,3 6,340 6,235 1,66

0.4 7.632 7.414 2,86

0,5 8,827 8,484 3,89

0,6 9,966 9,515 4,53

0,7 11,070 10,560 4,61

1,0 0.8 12,150 11,640 420
5,0 0,9 0,1 13,210 12,810 3,03

kennzeichneten Spalten sind mit 10~* zu multiplizieren.

Tabelle 12.2: Vergleich mit der Néherung nach DIN 4114 (Blatt 1, Ausgabe Juli 1952)

Die Kenntnis des zu A\, gehorigen FEigenvektors r;, gibt ein qualitatives Bild vom benachbar-
ten Verformungszustand. Man erkennt dies aufgrund der Ableitung des Eigenwertproble-
mes (12.38): Die Komponenten von r;, sind die Komponenten der Knotenverformung des
benachbarten Verformungszustandes (Abbildung 12.15). Die Komponenten von r;, besit-
zen die dem Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrizen zugrunde liegende Anordnung. Nach
Berechnung von r; kann damit die ,, Verformung® der einzelnen Stabelemente berechnet
werden. Diese Berechnung wird wie die Verformungsberechnung (Abschnitt 5.4) durch-
gefiihrt. Die Grosse der Verformungen ist jedoch wie bei den Eulerstiaben (Beispiel 12.1)

bis auf einen Faktor unbestimmt.
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fa g rkz,Rz
Y N Tve
/ / .
r r ! ;
2 5 : Vertormung : |
H unbestimmt bis :
' ouf einen Faktor. |
(a) Freiheitsgrade (b) Komponenten des
der Knoten Eigenvektors r

-k

Abbildung 12.15: Komponenten des Eigenvektors r;

Damit ist die lineare Stabilitétsberechnung von Stabwerken bekannt. Es folgt eine Zusam-

menfassung der Berechnung der kritischen Belastung mit den zugehorigen Knickfiguren:

(1) Besetzung der elastischen Steifigkeitsmatrix K“ und des Lastvektors R ;

(2) Berechnung der Normalkrifte F} in den einzelnen Elementen nach dem in Kapitel

6 dargestellten Weggrossenverfahren;
(3) Besetzung der geometrischen Steifigkeitsmatrix KY;

(4) Transformation des allgemeinen auf das spezielle Eigenwertproblem nach Gleichung
(12.42) und (12.43);

(5) Losung des speziellen Eigenwertproblems und Ermittlung der ge- wiinschten Eigen-

werte und Eigenvektoren;

(6) Riicktransformation der Eigenwerte und Eigenvektoren nach Gleichung (12.44).
Die Berechnung mit SMIS wird an einem Beispiel gezeigt.

8 2
E = 2,110 kN/m

A 2x A

\

7h= 9 Stiele: IPB 300

= ® ® iele 3
©sz @jja a||® 3'" Riegel: IPB 200
4
®

..‘.

l.m——l

Abbildung 12.16: Rahmen
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Beispiel 12.5:

Fiir den Rahmen von Abbildung 12.16 wird die kritische Last berechnet. Die Steifigkeits-
matrix K wird mit der in Abschnitt 6.3 beschriebenen Variante der direkten Steifigkeits-

methode aufgestellt:

4 5 6 7 8 9 — Knolten
Elyg + kb + 10y | ks | | K !
K25g + kel + K005 + Kl | K256 \ \ N
Ke — k26 + kg + k3o ‘ ‘ 6 ‘ k360
a ‘ ES?? + EZW ‘ E278 7 ‘
symmetrisch ‘ EZSS + ESSB + ﬁig& ‘ Eigg
L o | kioo +EcSo
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Die Elementsteifigkeitsmatrix der Elemente (D, @), 3, ®, ) und @® ist mit cosa = 0
und sina = —1:

[ 0,667 0 —1 | —0,667 0 —1 ]
29,599 0 0 —29,599 0
. 2 1 1
K = 35238 U
0,667 0 1
symmetrisch 29,599 0
2

Dimension[kN, m)]

und fiir die Elemente @), ®), 9 und (0 ist mit cosa = 1 und sina = 0:

[ 68,509 0 0 —68, 509 0 0 |
0,375 —0,75 0 —0,375 —0,75
. 2 1
K = 5985 0 0,75
68, 509 0 0
symmetrisch 0,375 0,75
2

Dimension kN, m]
Mit dem Lastvektor
R"=1[020]/040/020[010[020[010]|]A

konnen in einer linearen Berechnung nach Kapitel 6 die Knotenverformungen r und die
Normalkrifte F} mit SMIS berechnet werden:

Fl = -3,013\ = =3\, Ff=—-1,007A = —\
F? = —5979\ = —6), F/ =—1,980\ = —2)\
FP=-3,007A = =3\, Ff=—1,004\ = —\
Ft =0, FP=0

F? =0, Fl°=0.

Nimmt man fiir die Normalkréifte die gerundeten Werte, so sind die Elemente @), (),
©® und @O normalkraftfrei, und die geometrische Steifigkeitsmatrix wird nur von den
Elementen der Stiele gebildet:

4 5 6 7 8 9 « Knoten
_ !
5244 + 5244 0 0 5247 0 0 4
K9 — %55 + 455 0 0 E;g)g 0 5
o E266 + E§66 0 0 E§69 6
Kw 00 7
klss 0 8
I Ko | 9

Fiir die Elemente @), 2), 3), ®, (M) und ®) ist die geometrische Steifigkeitsmatrix:
[ 40 1

~ ~

—4 0 1}

~ ~
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LOAD F1=KE N1 =18 N2 =18

Es folgen zeilenweise die Elemente der elastischen Steifigkeitsmatrix K°.

LOAD F1=KG N1 =18 N2=18

Es folgen zeilenweise die Elemente der geometrischen Steifigkeitsmatrix K.

CHOL1 F1=KE F2=LT

Es wird die obere Dreiecksmatrix LT der Zerlegung von K¢ = L L™ berechnet.

CHOL3 F1=1L1T
Es wird die Inverse (L”)~! berechnet.

MULT F1=KG F2=1T F3 = KGLT
TRMULT F1=LT F2=KGLT F3=KS

Es wird K = L' K9 (L_l)T nach Gleichung (12.43) gebildet.
LOAD F1=1 N1=1 N2=18

Es folgen 18 Einsen zur Erzeugung der Einheitsmatrix.
EIGEN F1=KS F2=1 F3=RS F4=LAMS N1=2

Es werden die beiden grossten Eigenwerte A und die zugehorigen Eigenvektoren 7 berech-

net.

INVEL F1 = LAMS SCALE F1=LAMS S1=-1
PRINT F1 = LAMS

Die beiden kleinsten Eigenwerte A\ werden berechnet und ausgegeben:

A1 =15990,57 kN und Ay = 17594, 36kN .

TRANS F1 =RS F2 = RST
MULT F1 =LT F2=RST F3=R
PRINT F1 =R
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Die Eigenvektoren r werden ermittelt und ausgegeben:

T2 =

In Abbildung 12.17 sind die qualitativen Knickfiguren dargestellt.

0,500 - 1072  —0,192-1072 |
—0,302-10~* —0,178-10*
—0,217-1072 —0,269- 1072

0,502-10"2 —0,197-1072
0,160-10"* 0,124-10"
—0,202-1072 —0,468 - 1073

0,500-10"2 —0,192-1072

0,302-107%* 0,178 -107*
—0,217-10"2 —0,269 - 102

0,111-10"*  0,305-1072
—0,425-10~* —0,325-10~*
—0,159-10"2 —0,196- 1072

0,111-10~* 0,307 - 1072
0,313-107 0,251-107™
—0,129-10"2 —0,147- 1072

0,111-10"' 0,305 - 1072

0,425-10~* 0,325 10~*
—0,159-10"2 —0,196- 1072

Xl = ?990.57 kN

Abbildung 12.17: Qualitative Knickfiguren

Ty

xT
T4Z
04

T's

T
7‘52
05

T'e

T
Te6,
O

r7

x
T7Z

07
T8,
7‘82

Os

T9

€T
T9g,

09

Ap = 17594,36 kN
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Aufgaben:

12.1 Stellen Sie fiir die dargestellten Stabwerke die nichtlineare Knickdeterminante auf.

Berechnen Sie ndherungsweise den kritischen Lastparameter.

Systemgrossen fiir (a) und (b): I =0,1-10"* m*,
A=0,5-10"2 m?,
E=21-108 kN/m?

Fiir beide Systeme ist eine obere Schranke anzugeben.

12.2 Berechnen Sie fiir das dargestellte Stabwerk die kritische Belastung mit der geome-

trischen Steifigkeitsmatrix.

Stellen Sie das Ergebnis El,-fach fiir [ = 1 dar. Wie wird die Knicklast durch den
Fachwerkstab beeinflusst?

12.3 Stellen Sie den Rechengang fiir das Beispiel 12.4 in Form eines Flussdiagramms dar.



Kapitel 13

Nichtlineare Verformungen ebener

Stabwerke 1im elastischen Bereich

Der Stabilitdtsberechnung von Stabwerken wurde lange Zeit eine grosse praktische Be-
deutung zugemessen. Insbesondere im Stahlbau wurden Tragwerke fast nur mit einer
Spannungsberechnung (kleine Verformungen) und einer zusétzlichen Stabilitdtsberech-
nung nachgewiesen. Die Annahme, die einer Stabilitdtsberechnung (Kapitel 12) zugrunde

liegen, werden jedoch in der Praxis nur in grober Niherung erfiillt:

e cs treten grosse Verformungen mit Kréfteumlagerungen auf,

e die Stabachsen sind nicht ideal gerade, die Stdbe besitzen Vorverformungen und

sonstige Imperfektionen.

Man ist deshalb in vielen Bereichen des konstruktiven Ingenieurbaus dazu iibergegangen,
den Einfluss der Verformungen auf das Gleichgewicht der inneren Kréfte zu beriicksichti-
gen. Die Berechnungsmethoden, die wir in diesem Kapitel darstellen, kénnen z.T. auch auf
nicht konservative Belastung {ibertragen werden. Dies erfordert jedoch zusétzliche iiberle-
gungen, auf die wir hier nicht eingehen kénnen /40/. Wir setzen damit fiir alle folgenden

Abschnitte konservative Belastung (Abbildung 12.3) voraus.

13.1 Nichtlineares Verformungsverhalten

Fiir das Verstidndnis der Annahmen, die den folgenden Abschnitten zugrundeliegen, ist es
erforderlich, das nichtlineare Verformungsverhalten eines Stabwerkes genauer zu betrach-

ten. Wir wahlen hierzu ein Beispiel.

281
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{;‘ Wind-und Schneelasten ‘ }

'}
- I 6 s *
]
> N Kranlasten / | S LIPS
! I -
X | T A L7
!
" [ E A/
i
| ! § ~< A= -3
P ' :
§ i
gl | ' 3 N
3| | [ 8 LN
z| b ! 5, <0236
- - 0 H talverschiebung & =
orizontatver
he———— 1250m —————ner]
{o) System (b} Last -Verformungsdiagramm

Abbildung 13.1: Hallenbinder mit Kranbahn

In Abbildung 13.1 ist ein leichter Hallenbinder mit einem typischen Lastfall skizziert.
Das System wurde mit einer Normbelastung in Stahl (St 37) bemessen; fiir eine A-fache
Normbelastung ist das Verformungsverhalten skizziert.

Gegenstand dieses Kapitels ist das nichtlinear-elastische Verformungsverhalten: Die Kur-
ve ,nle“ wird an spéterer Stelle fiir dieses System berechnet. Das linear-elastische Ver-
formungsverhalten ,le“ ist eine tangentiale Approximation von ,nle“ im Koordinatenur-
sprung. Bei einem fiir die Bemessung {iiblichen Lastfaktor A = 1,71 betragt der nichtli-
neare Verformungsanteil §, an der gesamten Verformung 0 ca. 23%. Die Zusatzmomente

in den Rahmenecken, die durch ¢, verursacht werden, besitzen dieselbe Grossenordnung

(ca. 20%).
Fiir den Werkstoff Stahl unterscheidet sich die Proportionalitéitsgrenze von der Fliessgren-
ze um etwa 20%. Es ist deshalb damit zu rechnen, dass bei A = 1, 71 bleibende (plastische)

Verformungen eintreten.

Das weitere Verformungsverhalten unter Beriicksichtigung der Plastizierung des Werkstof-
fes ist mit der Kurve ,nlp“ (nichtlinear-plastisch) angedeutet. Die Kurve ,,nlp*“ wird durch
“ip,, begrenzt. Mit ,ip“ wird ein ideal-plastischer Grenzverformungszustand bezeichnet.
Der Maximalwert von ,ip“ ist der Lastfaktor A, fiir ideal-plastisches Werkstoffverhalten
(Traglast). Bei schlanken Tragwerken liegt die ,,Eulerlast“ \x, der kritische Lastfaktor des
Stabilitétsproblemes, zwischen dem Bemessungsfaktor ( A = 1,71) und dem Traglastfak-
tor A\, . Der Einfluss der einsetzenden plastischen Verformungen bei A = 1,71 wird durch

eine Abminderung der zuléssigen Spannungen im Nachweis beriicksichtigt.
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Die Proportionalitdtsgrenze besitzt also einen wesentlichen Einfluss auf das Verformungs-
verhalten: In einem realen Stabwerk liegt iiblicherweise die Proportionalitiatsgrenze (),
vgl. Abbildung 12.2) in der Nihe des Lastfaktors fiir den wir die Bemessung nachweisen
(z.B. 1,71 in Abbildung 13.1). Die ideelle Knicklast (A\z) muss immer grosser sein als
die Bemessungslast. Die ideelle Knicklast ndhert sich der Bemessungslast mit wachsender
Schlankheit der Stdbe. Mit wachsender Schlankheit nehmen aber auch die Verformungen
iiberproportional zu, und die Berechnungsannahmen der Stabilitédtstheorie werden damit
insgesamt in Frage gestellt. Mit Bezug zu Abbildung 13.1 lasst sich feststellen, dass die
nichtlineare Verformungsberechnung hochstens bis zum Erreichen der ideal-plastischen
Grenzlastkurve ,,ip“ (Punkt A) sinnvoll ist. Der Bereich A — —B ist nur von theoretischer

Bedeutung.
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Wir erkennen aus diesem Beispiel, dass jede Einteilung der Ursachen fiir nichtlineare
Verformungen an sich schon eine Idealisierung darstellt. Fiir eine vereinfachte Berechnung

unterscheidet man folgende Idealisierungen des nichtlinearen Tragwerksverhaltens:

o Physikalische Nichtlinearitit zur Beschreibung aller Einfliisse eines nichtlinearen
Stoffgesetzes,

e Geometrische Nichtlinearitit zur Beschreibung aller Einfliisse, die sich aus einer
nichtlinearen Vertraglichkeitsbedingung der Verformungen und Verzerrungen erge-
ben und die — wie wir schon bei der elastischen Stabilitdt gesehen haben — auch die

Gleichgewichtsbedingungen beeinflussen.

Als physikalische Nichtlinearitét wird {iblicherweise das plastische Werkstoffverhalten be-
zeichnet. Im plastischen Werkstoftbereich existiert keine eindeutige Zuordnung zwischen
den Spannungen und den Dehnungen e (Abbildung 13.2). Mit phdnomenologisch be-
griindeten Stoffgesetzen konnen zwar auch physikalisch nichtlineare Probleme geldst wer-
den (/52/, /81/), die Giiltigkeitsgrenzen solcher Losungen lassen sich jedoch nur dann
richtig einschéitzen, wenn die Grundlagen der Plastizitétstheorie /68/ bekannt sind.

o) o 4

G g
: 4
i I i
: A
| | L
0 £ = 0 P iry
(a) nichtlinearer Werkstoff (b) plastischer Werkstoff

Abbildung 13.2: Physikalisch nichtlineares Werkstoffverhalten

Eine Einfithrung in die Grundlagen wiirde den Rahmen dieser Darstellung sprengen; die
Rechenmethoden im plastischen Werkstoffbereich wiirden eine zusétzliche Vertiefung der
numerischen Mathematik erfordern. Aus diesen Griinden behalten wir auch im folgenden

die Annahme der unbeschriankten Gultigkeit des Hooke’schen Gesetzes bei.
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Die Berechnung von Stabwerken im geometrisch nichtlinearen Bereich erfordert weitere

Einschrankungen, die im folgenden Abschnitt néher dargestellt sind.

13.2 Grundlagen der geometrisch nichtlinearen Be-

rechnung

Bei der Ableitung der nichtlinearen Steifigkeitsmatrix (Abschnitt 12.2) haben wir erstmals
die Annahme infinitesimaler Forménderungen verlassen: Die Annahmen der elementaren
Balkentheorie wurden dort indirekt verletzt und zwar durch die Formulierung der Gleich-
gewichtsbedingungen in einem , Nachbarzustand“ mit endlichen Verformungen, jedoch
unter Beibehaltung der grundlegenden Differentialgleichungen des Balkenelementes mit

infinitesimalen Forménderungen.

Da wir Stabwerke mit endlichen Verformungen nur iiber Nachbarzu- stdnde durch Linea-
risierung berechnen kénnen, miissen zunéchst die oben genannten Vernachléssigungen bei
der Ableitung des ersten Nachbarzustandes ndher untersucht werden. Hierfiir miissen wir

die Formén- derungen, die zu dem Nachbarzustand fithren, exakt beschreiben.

Xy 5 Z verformt

unver formt

......
L)

Abbildung 13.3: Allgemeiner Verformungszustand

Die Dehnungen eines Stabes werden in der Balkentheorie als relative Liéngendnderung
definiert: Die Dehnung in einem Punkt P(z) auf einer zu (z3, x3) parallelen Ebene in

Richtung der x;-Achse ist:
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oWy, Qw1 _ Owy
0x1 or, 2 Oxy

€19 =

(13.1)

Die Dehnungen kénnen als Ableitungen einer Verschiebungsfunktion dargestellt werden:

0
I — (13.2)

€11 = o
1

wi(z) ist die Komponente des Verschiebungsfeldes w in Richtung von x; . Wir haben
hierbei von der Indexschreibweise Gebrauch gemacht: alle Indizes verweisen auf die In-

¥, r3 = z). Ein Komma kennzeichnet einen

dizes der Koordinatenachsen (z7 = T, x9

Differentialausdruck, z.B. ist

a 8xj .

Wi, 5

Zusétzlich wird die Summenvereinbarung eingefiihrt: Zwei gleiche Indizes in einem Pro-

dukt werden als Summe iiber den Bereich (1, 2, 3) der Indizes aufgefasst, z.B. ist

3
aijb; =Y ai;by = ai by + i by + a3 bs.
j=1

Die Dehnungen nach (13.1) und (13.2) sind Grundlage der elementaren Balkentheorie
und gelten nur fiir kleine Forménderugen. Der benachbarte Verformungszustand wird

durch den nichtlinearen Verzerrungstensor beschrieben (Lagrange’scher Verzerrungstensor
/80/):

Ez‘j = (’LUZ'J‘ + ij‘) /2 + wt7,~wt7j/2. (133)

linearer, quadratischer Anteil

Unter Beachtung der Indexschreibweise erhélt man z.B. fiir

- . 8w1 1 awl 2 811)2 2 8w3 2

Die Verformungen w; = u,, wy = w, und ws = w, sind in Bezug auf die Koordinaten des

Ausgangszustandes (x) gegeben.

Die linearen Anteile von (13.3) sind aus der linearen Elastizitétstheorie bekannt (vgl.
(13.2)); die Dehnungsanteile sind ¢;; fiir ¢ = j, die doppelten Verzerrungsanteile ¢;; fiir
i # 7 sind die Gleitungen /39/.
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Mit diesen grundlegenden Verzerrungsbeziehungen werden wir im folgenden néherungs-

weise den benachbarten Verformungszustand von Stabelementen beschreiben.

Zunéchst erinnern wir jedoch an einige Grundlagen der Mechanik: Fiir einen elastischen

Korper unter statischer Belastung berechnet man die Verzerrungsenergie zu /80/:

U:/ {/ i-di}dv. 13.5
_y 0i5AE; ( )

0;; sind die Komponenten des Spannungstensors (i, j = 1, 2, 3) und V' ist das Volumen
des Korpers. U ist gleich der mechanischen Arbeit Wy, die durch die Belastung an den

Verformungen des Korpers geleistet wird.

Den Spannungen sind iiber das Elastizititsgesetz eindeutig die Dehnungen zugeordnet.
Daraus folgt, dass die Verzerrungsenergie fiir elastische Korper allein in den Dehnungen
darstellbar ist.

Die Dehnungen sind ihrerseits aus der Verschiebungsfunktion w abgeleitet (13.3). Wenn
die Verschiebungsfunktion bis auf Freiwerte (Stiitzstellen) bekannt ist oder approximiert
werden kann, dann kann auch die Verzerrungsenergie als Funktion dieser Freiwerte dar-

gestellt werden.

Dieser Gedanke ist von zentraler Bedeutung, und wir erldutern ihn deshalb an einem

Beispiel.
Beispiel 13.1:
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Berechnung der Verzerrungsenergie fiir einen Stab mit einer Verschiebungsfunktion
wy = aT + bT + ¢

(wy = w3 = 0).

Es handelt sich um einachsige Dehnungen. Fiir die lineare Dehnung nach (13.2) erhilt

man:

€11 = 2aT + b.
Fiir einen linear elastischen Werkstoff gilt:
on = Feqy
mit E als Elastizitdtsmodul. Damit erhdlt man nach (13.5):

U :/ {/611 E811d€11}dV
Vv 0

Dies ergibt:
E
v=7 /V 2, dv.

Fiir einen Stab mit konstantem Querschnitt A und der Lénge [ erhélt man:

l
U = EQA (24T + b)* dz
0
= (4a®*/3 + 2abl* + L 1)EA/2.

Damit ist U als Funktion der Freiwerte a, b und ¢ gegeben. Diese Freiwerte sind Stiitz-
stellen der Verschiebungsfunktion (Abbildung ?7).

@) w, & (b} w,

Iy Parabel

Abbildung 13.4: Verallgemeinerte Verschiebungen

Stiitzstellen einer Verschiebungsfunktion bezeichnet man {iblicherweise als verallgemei-
nerte Verschiebungen. Es konnen irgendwelche Bestimmungsgrossen einer Verschiebungs-
funktion sein, so z.B. auch Verdrehungen wie in Abbildung ?? (b) dargestellt. Die korre-

spondierenden Krifte bezeichnet man als verallgemeinerte Krifte.
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Fiir den in Abbildung ?7? gezeigten Fall konnten die Freiwerte a, b und ¢ in %y, Uy und s

ausgedriickt werden, so ist z. B.

Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir einen wesentlichen Satz der Elastizitatstheorie for-

mulieren /8/.

Satz 13.1 (Erster Satz von Castigliano): Wenn die Verzerrungsenergie eines elastischen
Korpers als Funktion verallgemeinerter Verschiebungen u; dargestellt werden kann, dann
st die erste partielle Ableitung der Verzerrungsenergie nach jeder verallgemeinerten Ver-

schiebung gleich der korrespondierenden verallgemeinerten Kraft (S;) :

ou

= 7'_ 1 .
o =5 (1.6)

Der zweite Satz von Castigliano gilt nur fiir ein elastisches Stoffgesetz:
ou
dS;

:ﬂi-

Wir werden im folgenden nur vom ersten Satz von Castigliano Gebrauch machen. Damit

sind alle Grundlagen bekannt, die fiir die folgenden Ableitungen benétigt werden.

13.3 Die geometrische Steifigkeitsmatrix des ebenen
Fachwerkelementes

Wir betrachten ein ebenes Fachwerkelement (Abbildung 13.5) in seiner unverformten Aus-

gangslage und in einem verformten Nachbarzustand.

Neben den iiblichen Idealisierungen fiir ein Fachwerkelement gehen wir von folgenden

Annahmen aus:

(1) Die Ableitung u, , der Verschiebungsfunktion u, nach T ist klein gegen 1, so dass

(‘ZT)Z = 0. (13.7)

gilt:

(2) Die dritten und hoheren Potenzen von w, , sind vernachléssigbar klein.

(3) Die Druckbelastung eines Stabes liegt unterhalb der Eulerlast. Auf diese Annahme

werden wir bei der Berechnung zuriickkommen: Sie ist immer nachzupriifen.

Mit diesen Annahmen ergibt sich aus (13.4):
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- R

f unver formt r

Verschiebungskomponenten:

Uy, ..., Uy
Querschnittsflache:
A = const.
Abbildung 13.5: Fachwerkelement
o= T2 (dwz>2 (13.8)
oodr 2\ dz ) '

Die Dehnung ¢,, kann (Abbildung 13.5) durch die verallgemeinerten Verschiebungen
Uy, ..., uy dargestellt werden:

und w, = Uy +

Damit ist

du$ . Us — Uy

dt 1

dwz . ﬂ4 — UQ (139)
dz 1

und




13.3. DIE GEOMETRISCHE STEIFIGKEITSMATRIX DES EBENEN FACHWERKELEMEN'I

Fiir die Normalspannungen o,, gilt das Hooke’sche Gesetz:

Ope = Fegg.

Man erhélt fiir die Verzerrungsenergie:

E
U:—/ﬁﬂV
2 Jv

Durch Einsetzen von (13.9) in (13.8) und unter Beachtung der zweiten Annahme ergibt
sich:

EA EA
U= (@} — 2mws +73) + o (@ =) (w3 — 2wt +73) - (13.10)
Dies lasst sich weiter vereinfachen: Die Spannungen o, sind konstant im Stabquerschnitt;
fir die Normalkraft Fy (F; > 0: Zug) gilt deshalb unter Vernachlissigung des zweiten
Terms von (13.8):

izaszﬂg_ﬂl
A : (13.11)
EA :
oder F1 = 7(@3—ﬂ1).

l

Durch Einsetzen in (13.10) erhilt man damit die Verzerrungsenergie:

131

-4 (ﬂ% — 2uyu3 + ﬂ?'») - 2l (E% — 20l + Ui) : (13.12)

U—=—"=
21

Zur Berechnung einer Steifigkeitsrelation wenden wir den ersten Satz von Castigliano an

und erhalten:

Sy 1 0 -1 0 0O 0 0 O 1
Sy | EA 00 00 N F10 10 —1 9
Ss l -1 0 10 10 00 0 3
S4 00 00 0 -1 0 1 Ty
lineare geometrische
Steifigkeitsmatrix (lokale Koordinaten) (13.13)

Die Elementsteifigkeitsmatrix setzt sich aus zwei Einzelmatrizen zusammen; die erste ist
unabhéngig vom benachbarten Verformungszustand. In globalen Koordinaten ist es die
lineare Steifigkeitsmatriz, die aus Kapitel 6 bekannt ist. Die zweite Matrix beschreibt
durch die verformungsabhéngige Normalkraft F} den benachbarten Verformungszustand,

es ist die geometrische Steifigkeitsmatriz.
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In globalen Koordinaten ergibt sich:

Si c? cs

—c* —cs s —cs | —s> s n

S EA | c¢s 52 | —cs —s? F| —es ¢ cs  —c? Uo

S B l —? —cs| cs * 1| -2 s s —cs U3

Sy —cs —$*| s s? cs —c2| —cs Uy
linear geometrische

Steifigkeitsmatrix (globale Koordinaten)
mit ¢ = cosa = (z, — x7)/1;

mit s = sina = (2, — 2;)/1;.

13.4 Die geometrische Steifigkeitsmatrix des ebenen

Stabelementes

Wir betrachten ein ebenes Stabelement (Abbildung 13.6) in seiner unverformten Aus-
gangslage und in einem verformten Nachbarzustand.

-
- g -
unverformt 3
&
T —_—
G X, Uy
' g, _— @
AT
? N\, vertormt
= N
z \ -
Viw, \ "
.\'
Y g
NN
% ?
o B d"w,
) positive Krimmung P >0
X
d’w, dzw,
I-.—— diz > 0+— dfz ¢0.|
(a) Stabelement (b) Biegewirkung

Abbildung 13.6: Stabelement mit Biegeverformung

Neben den iiblichen Idealisierungen fiir ein Stabelement gehen wir von folgenden Annah-
men aus:

(1) Schubverformungen sind gegeniiber Biegeverformungen vernach- lassighar klein,

(2) Im benachbarten Verformungszustand gilt fiir die Kriimmung (Abbildung 13.6 (b)):

dw,
1 dT d*w,
Z — 13.15

dw, 2
1
(%]
Dies folgt im wesentlichen aus der weiterhin giiltigen Annahme (2) von Abschnitt
13.3 (ebenes Fachwerkelement).

(13.14)
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Als Ndherungsansétze fiir den Verschiebungszustand wihlen wir die Losungen der linearen

Theorie, wie man sie fiir ein unbelastetes Stabelement erhélt.

Uy = Qg + A1 T
und  w, = by + 0T + boT* + bs3T° (13.17)

mit  a;, b; = const.

Mit diesen Ansédtzen kann die Verformung eines unbelasteten Stabelementes mit klei-
nen Verformungen exakt bestimmt werden, d.h. in einem unbelasteten Stabelement im
Gesamttragwerk sind die Verschiebungen in Richtung der Stabachse immer lineare und

senkrecht zur Stabachse immer kubische Funktionen der Koordinate Z.

Mit den in Abbildung 13.6 (a) angegebenen Stiitzstellen fiir die Konstanten in (13.17):

U = u.(0) = ap,

Uy = ug(l) =ag+ aql,

Ty = w,(0) = bo,

s = w.(l) = by + byl + byl® + bsl®, (13.18)
dw,(0

U3 = — d:i ) = —by,

T = —%ﬁ”_—m—%ﬂ—%f.

Es sind dies sechs Gleichungen fiir sechs Unbekannte. Das zugrunde liegende Randwert-
problem ist vollsténdig, und wir kénnen nach den verallgemeinerten Verschiebungen (Sta-

bendverformungen) auflsen:

ag = U,
Uy — Uy
a; = l )
by = Ty,
by = —us, (13.19)
bg = 3(U5 — ﬂg)/lQ + (2@3 +ﬂ6)/l,
by = 2(Uy —1s)/1® + (us + ) /1%

Die Ansitze (13.17) werden in Abhéngigkeit von u; angegeben; zugleich kénnen auch
die Dehnungen nach (13.16) von w; abhéngig dargestellt werden. Wie im vorhergehenden
Abschnitt ist die Verzerrungsenergie

E
U:—/Efmdv
2 Jv

zu berechnen.
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Mit dV = dAdz und dA = dy dz erhilt man:

di, 2+ d?w, 2224_} dw, 4_2 dity, d?w, .
dz T2 4\ dz dz dz?

d
Pw,\ (dw,\?_ (duy\ (dw.\’ -
iz ) (d:c) Z+<da:> (dx) ]dAdx (13.20)

Wir haben vorausgesetzt, dass die Z-Achse im Schwerpunkt des Stabquerschnittes liegt.

Daraus folgt:

/Asz ~0. (13.21)

Es ist dies die Definitionsgleichung des Schwerpunktes der Fliche A. Damit und mit
Vernachléssigung der dritten und héheren Potenzen von w, , erhélt man:

l l 2 l
EA dug \ 2 EI d*w EA du dw,\ 2
= L) dz —y/ =) dz /<x>< Z> dz. 13.22
v ZO/(dT) I+20<df2> e ) e ) o (1322
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Die Integrale konnen mit (13.17) und (13.19) in u; dargestellt werden. Nach ldngerer
Rechnung ergibt sich:

EA

. L 2 /3 . 3
U = ? |: (u% - 2U1U2 + Ui) + 7 <U4 — ul) (5u§ + T5U§ + 5u§
n 1272 I 6_ l77+l77 ?
—Up — —U2U3 — —U9U5 — —U2U —U3Us; — —U3U
5¢ 10°° 527 1072°710°° 30°°
l 2F1
+ mu5u6)} + 7 Y (3@3 + IPu5 + 3us + 1*ug — 3luqus
—  6uty — st + 3lusTs + Pusug + 3lﬂ5ﬂ6). (13.23)

Wie beim Fachwerkelement soll auch hier (13.11) gelten:

EA
F = T(ﬂ4—ﬁ1>.

Damit berechnet man die Steifigkeitsbeziehung nach dem ersten Satz von Castigliano
(Satz 13.1) zu (ebenes Stabelement):

N 420 0[50 0 o |[w] 00 0olo o o ][w]
Sy 12 =61 0 —12 —61 || Uy A V=
Ss| E I, 421 0 6l 22 ||us L r 210 L Zlu
— |73 1
S, P 00 || 0 0 0 ||u
= . _ . 6 1 _
Ss symmetrisch 12 6l Us symmetrisch = 15 Us
_76_ i 472 ] _ﬂﬁ_ i % ] _HG_
lineare geometrische
Steifigkeitsmatrix (13.24)

Die geometrische Steifigkeitsmatrix des ebenen Stabelementes in globalen Koordinaten
ergibt sich zu:

[ 365> —36cs  3sl | —36s>  36cs  3sl
36c>  —3cl| 36cs —36c> —3cl
i P 42 | =3sl 3 —I?
S 300 | 3652 —36cs —3sl
symmetrisch 36c* 3l
L 4l2 m

c=cosa = (x, —x;)/l;

s=sina = (z — 2z)/l;. o
In Abschnitt 6.2 wurde die zugehorige lineare Steifigkeitsmatrix k.=k" bestimmt.

Fiir den benachbarten Verformungszustand sind damit die Steifigkeitsmatrizen bekannt.
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An dieser Stelle ist ein Vergleich mit Gleichung (12.36) interessant: In Abschnitt 12.4 ha-
ben wir dieselbe geometrische Steifigkeitsmatrix durch eine Linearisierung der nichtlinea-
ren Verformungsbeziehungen des Stabelementes abgeleitet. Bei der Ableitung wurde dort
von den Gleichgewichtsbedingungen im Nachbarzustand ausgegangen, und die Giiltigkeit

der Differentialgleichungen des Balkens
d*w,/dz* = —M,/EI,
wurde vorausgesetzt.

In diesem Abschnitt wurde hingegen von grossen Dehnungen und Verformungen ausge-
gangen. Die Dehnungen wurden hier aus dem Lagrange’schen Verzerrungstenor abgeleitet,
die Verformungen wurden in {ibereinstimmung mit der Differentialgleichung des Balkens
gewahlt.

Die geometrische Steifigkeitsmatrix wurde im ersten Fall durch einen Grenziibergang er-
halten, in der vorliegenden Ableitung haben wir den ersten Satz von Castigliano verwen-
det.

Die Ergebnisse beider Ableitungen sind identisch; es zeigt sich also, dass die Annahmen
und Vernachléssigungen in beiden Fiéllen die gleichen sind. Die Ableitung der geometri-
schen Steifigkeitsmatrizen aus der Verzerrungsenergie mit Hilfe des Satzes von Castigliano
ist zweifelsohne der einfachere Weg, dem heute allgemein der Vorzug gegeben wird. Wir ha-
ben jedoch hier den ersten Weg vollsténdig dargestellt, um die Identitéat beider Methoden
zu verdeutlichen, hauptsachlich aber auch, um die Stabilitétsberechnung in linearisierter

Form darstellen zu konnen.

13.5 Das Newton’sche Verfahren als Grundlage der

iterativen LOosung

Bei der Losung von Stabilitédtsproblemen sind wir davon ausgegangen, dass die Knoten-

lasten lineare Funktionen des Proportionalitdtsfaktors A
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sind (Abschnitt 12.1); mit der zusdtzlichen Annahme, dass die Schnittgrossen bis zum
Erreichen der kritischen Belastung linear von den Verformungen abhéngen (kleine Verfor-

mungen), ergab sich die Stabilitdtsgleichung (12.3):
KAF)r=AR

Bei nichtlinearen Verformungen miissen wir diese Annahmen verlassen. Zur prinzipiellen
Darstellung des Losungsweges nehmen wir an, die “Gleichgewichtsbedingungen” seien als

ein System n nichtlinearer Gleichungen in 7% = [r | S] gegeben.

g(f) =R mit g (13.25)
Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung 7 kann im allgemeinen nicht gezeigt werden;
mit intuitiven, ingenieurméssig begriindeten Annahmen gelingt es jedoch, konvergente

Iterationsverfahren abzuleiten, die das mechanische Problem geniigend genau erfassen.

Diese Iterationsverfahren werden aus dem Newton’schen Verfahren zur Losung nichtlinea-

rer Gleichungssysteme abgeleitet. Wir betrachten die i-te Gleichung von (13.25):
G(i) =R, i=1,...,n. (13.26)

Fiir das Newton’sche Iterationsverfahren muss die Jakobi-Matrix /14/ in einem Ausgangs-

zustand 77 berechnet werden. Die Jakobi-Matrix ist der Gradient von g:

. Og(t")
J'=J(r) = = 13.27
2= =4 (13.27
mit Jij:agi 1, 7=12,...,n.

-
87"]'
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In einer Umgebung von 7 gilt (Taylorreihe):

g(7" +0r) = g(7) + J'OF = R. (13.28)
Ersetzt man Or durch Differenzen
oFr = AF ="t — 1,
dann ergibt sich die Iterationsgleichung nach Newton-Raphson:
ll/flﬂrl :E_g(fl/> _|_luizx (1329)
oder R =g(#)—J't + JF". (13.30)

Bei der iterativen Berechnung von Tragwerken ist vorausgesetzt, dass der Ausgangszu-
stand 7 die Gleichgewichtsbedingung (13.25) fiir eine gegebene Belastung R¥ erfiillt und

eindeutig ist.

Die Iteration nach (13.30) ist aufwendig: In jedem Schritt muss die Matrix J neu berech-
net und ein lineares Gleichungssystem (13.30) gelost werden. Eine idealisierte qualitative
Darstellung des Iterationsverlaufes ist fiir ein System mit nur einem Freiheitsgrad in Ab-
bildung 13.7 (a) gegeben.

Im ersten Fall (Abbildung 13.7 (a)) wird bei jeder Iteration eine neue Tangentialappro-
ximation J berechnet. Im zweiten Fall hingegen wird die Tangentialapproximation von J

solange beibehalten, bis der Zuwachs von 7 kleiner als eine vorgegebene Schranke ¢, wird.

Im mehrdimensionalen Fall wird &, mit der Norm von 7 verglichen:

7 = 7| < & (13.31)

Erst wenn diese Schranke erreicht ist, wird eine neue Tangentialmatrix (Jakobi-Matrix)

berechnet.
Dieses Verfahren wird oft als modifiziertes Newton-Raphson Verfahren bezeichnet.

Im Fall (a) ist J in jedem Punkt (1—2—3...) zu berechnen, das Gleichungssystem (13.30)
ist in jedem Punkt zu losen.
Im Fall (b) muss in jedem Punkt (1 —2 —3...) nur das Gleichungssystem (13.30) gelost

werden, und es ergeben sich wesentlich mehr Punkte.
Dafiir ist jedoch J ! nur dann zu berechnen, wenn sich

Hfl/-&-l _EVH <e,

ergibt. In der Anwendung auf Tragwerke wird man immer den zweiten Fall wihlen, da die
Berechnung von J ! sehr aufwendig ist. Fiir grosse Werte von ¢, gehen ausserdem beide

Falle ineinander iiber.
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AR AR
'l_ RZ '1' ]2
or' AR =
R’ 3 ‘{“ R’ —H._
3 S
(3
3
ar° 2 AR A
0
) =°F°’ 0 # . LeL n
: 2 f
l——AFo—-*-—————-AF‘ —-‘ '——AF°—+—— AF‘——-'
(a) Newton-Raphson Verfahren (b)  modifiziertes Newton-

Raphson Verfahren
Abbildung 13.7: Qualitative Darstellung des Newton-Raphson Verfahrens fiir proportio-

nale Belastung

Numerische Schwierigkeiten treten dann auf, wenn det(.J) sehr klein wird. Dies entspricht
im eindimensionalen Fall einer horizontalen Tangente (Abbildung 13.8 (a)). Das Glei-
chungssystem (13.30) besitzt hierfiir keine eindeutige Losung; die Verformungen 7 neh-
men bei konstanter Belastung zu. Solche Fille werden im allgemeinen schon durch die
Forderung ausgeschlossen, dass der Werkstoff im linear-elastischen Bereich bleiben muss
(Abbildung 13.1 (b)).

Einen Sonderfall stellen die Durchschlagprobleme (Abbildung 13.8 (b)) dar. Bei diesen
Problemen wird eine horizontale Tangente (Punkt @) erreicht, das Tragwerk dndert seine
Geometrie und erreicht wieder eine stabile Nachbarlage. Fiir die Berechnung dieser Pro-

bleme sind zusétzliche {iberlegungen erforderlich, auf die wir hier nicht eingehen kénnen.

Wir beschrianken uns deshalb auf die Verformungsbereiche, fiir die eine eindeutige Zu-
ordnung von Last und Verformung existiert (Abbildung ?? (a): 0 bis @ und (b): 0 bis

®).

Die Anwendung der vollstdndigen Iteration nach (13.30) zeigen wir mit einem einfachen
Beispiel (Abbildung ??, siche auch /45/, Seite 158).

Beispiel 13.2:

An einem Stab-Federsystem wird das Newton Verfahren mit einer genauen Losung ver-
glichen (Abbildung ??). Das Gleichgewicht in Knoten A erhilt man zu:
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R T T RA )
ARk ed m et ek e e = == - e horizontale Tangente

= o
4 A o ~ 0
. | \\'; -
&R o N

horizontale Tangente

{
AR | §§~= 00 ®
L
@ I ]
| |
AR i |
! |
! i
: l .- .
0o 7 F2 F3 Fe f 0 7
(a) unbestimmte Verformungen (b) Durchschlagproblem

Abbildung 13.8: Sonderfille der iterativen Berechnung

¥

Stab (EA)

Federsteifigkeit Ek

(a) unverformtes System (b) verformtes System

Abbildung 13.9: Stab-Federsystem

—S — Fisina + AR = 0. (i)
Die Feder besitzt die Federsteifigkeit Ek, es ist:

S = (Ek)r.

Fiir die Stabkraft gilt (vgl. (13.1)):

F,=EA('/l-1).
Mit 1/l =cosa

1 . tan o
oS = ———— sine = ——--—u
VianZa + 1 Vtan?a + 1
tana = r/l

erhélt man aus (i):
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_Ekr— EA (,/(T/Z)2 F1- 1> (/ng2l+1 +R=0
' (i)

FAVp?+1-1
oder: R = FEklp+ mit =r/l.
p NS p=r/

Damit ist die genaue Losung R(p) bekannt; sie ist in Abbildung 13.10 dargestellt.

0,60 }/2_____5.
=L
P=7
exakte
G40
w—. R.r
2 0,20
=3
E
kS
g
>
0 0,20 040 060 0.80 100
—
Belastung R

Abbildung 13.10: Lastverformungsdiagramm

Zum Vergleich zeigen wir eine iterative Losung nach (13.30). Hierzu gehen wir von den

folgenden Gleichungen aus:

FlzR,

p
. Fklp+ ——
g P 1 (i)
o EA(\//)2+1—1>—F1—0.
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Es wird die Jakobi-Matrix berechnet:

0

Ju o= o Brl+ (02 + 1)73E,
dp

- og P

12 = - )
8F1 p2+1
dgs EAp

Jn = - = 5 ,
Op p?+1
092

Joy = —/=-1

22 oF,

Ausgehend von p = 0 und AR = 0,2 kann man damit die Losung auf iterativem Wege
nach (13.30) berechnen.

Die Ergebnisse der exakten und iterativen Losung sind in Abbildung 13.10 gegeniiberge-
stellt.

In der Anwendung auf statisch unbestimmte Stabwerke sind die Gleichungen g; iibli-
cherweise komplizierter als im vorliegenden Fall. Die Schnittgrossen (Stabendkréfte) sind

iiblicherweise implizite Funktionen der Verformungen.

13.6 Schnittgrossen- und Verformungsiteration

Im folgenden wird die Anwendung des Newton-Raphson Verfahrens bei der Berechnung

von Stabwerken gezeigt.

Wir betrachten ein Stabwerk mit vorgegebener Belastung R™. Gesucht sind die R™ zu-
geordneten Knotenverformungen r™ und die Stabendkrifte 5", Wenn diese Vektoren be-
kannt sind, kénnen die Zustandslinien (siche Abschnitt 4.8) und die Verformungen (siche
Abschnitt 5.4) mit den bekannten Verfahren berechnet werden. Auf die diesbeziiglichen
Berechnungen werden wir hier, um Wiederholungen zu vermeiden, nicht eingehen; wir
beschrinken uns auf die Berechnung von 7™ und S™ . Das Superpositionsprinzip (Satz

6.1) verliert seine Giiltigkeit im nichtlinearen Bereich:

Die Belastung muss ausgehend von einem unbelasteten Zustand eindeutig in Parameter-

form gegeben sein, so z.B. mit A als Lastparameter der i-ten Lastkomponente als:

Ein Sonderfall einer solchen Parameterbelastung ist die proportionale Belastung, wie wir
sie bei der Behandlung von Stabilitdtsproblemen vorausgesetzt haben. Wir bezeichnen
R()\) als ,, Belastungsgeschichte* und identifizieren damit A als Zeitfaktor einer quasi-
statischen Belastung (Abbildung 13.11).

Ublicherweise ist die Belastungsgeschichte durch Lastinkremente gegeben:
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Abbildung 13.11: Belastungsgeschichte eines Tragwerkes mit zwei Lastkomponenten

R’ = 0 (unbelasteter Zustand),
R' = R+ AR

Rk — Bk_l + AEk

R™ = R™'+AR™ (13.32)

Fiir die folgende Berechnung nehmen wir an, dass die Belastungsgeschichte durch Lastin-

kremente gegeben ist. Die Grosse eines Lastinkrementes ist gegeben durch die Norm:

|AR|| =\/ARTAR. (13.33)

Wir setzen voraus, dass die Lastinkremente so klein gewéhlt werden, dass zwischen den
einzelnen Lastschritten R* und R*'! eine eindeutige Zuordnung der Last R und der
Verformung r existiert. Diese Voraussetzung kann nur durch Vergleichsberechnungen mit
kleineren Schrittweiten und durch die ingenieurméssige Beurteilung einer Konstruktion

iiberpriift werden.

Mit diesen grundlegenden Festlegungen beziiglich der Belastung betrachten wir nun das

Problem der iterativen Berechnung.



304 KAPITEL 13. NICHTLINEARE VERFORMUNGEN

Mit Sy = F ergibt ein Vergleich von (13.24)

9}

S=ku+k, (5"
mit (13.30)

R=g(@)+J (" —). =]

die Iterationsvorschrift fiir die Berechnung der Stabendkréfte. Es ist

S =k w4k, (8w, (13.34)

(Schnittgr-oseniteration)

Die Iteration fiir die Knotenverformungen ergibt sich aus den Ableitungen der geometri-
schen Steifigkeitsmatrix. Gleichung (13.24) gilt fiir den unverformten Ausgangszustand.
Fiir jeden Ausgangszustand mit den Verformungen r” ist auch die elastische Steifigkeits-

matrix k, abhéngig von den Knotenverformungen.

Fiir ein Fachwerkelement mit Verformungen r berechnet man z.B. die Lénge I’ im ver-

formten Ausgangszustand zu (vgl. Abbildung 13.12):

U =\(;+7s) — (i 4+ 11)]2 + [(z5 + r4) — (21 +72)>

X
‘ j
2| — ==

e ]

e —————— == —————

N

(a) unverformt (b) verformt

Abbildung 13.12: Geometrie eines verformten Ausgangszustandes

Die Steifigkeitsmatrix k.(r) des verformten Ausgangszustandes ist mit ' anstelle von [

(im unverformten Ausgangszustand) zu berechnen.
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Da sich die Geometrie des Tragwerkes mit jeder dnderung von S dndert, muss eine Iterati-
on iiber r durchgefithrt werden. Wir kennzeichnen diese Iteration durch denselben Zeiger

|78

SUL = k() ' 4 ke (S7) w (13.35)

Die Stabendverformungen sind durch die Vertriglichkeitsbedingungen von dem benach-

barten Verformungszustand 7*™! abhingig: wir setzen deshalb:

ul/+1 — QTZV+1- (1336)

Fiir die Gleichgewichtsbedingungen gilt (vgl. (5.15)):

C S"™ = RF. (13.37)

Hierbei ist R* die vorgegebene Laststufe, fiir welche die Iteration iiber v durchgefiihrt

werden muss (k kennzeichnet also keine Iteration).

Durch Umformung der Gleichungen (13.35) bis (13.37) erhélt man (vgl. Weggrossenver-
fahren, Kapitel 6):

K (") + K2 (S")] ! = RF (13.38)
mit  K°(r")=CK,(r")C"
und K9 (S")=CK,(S")C". (13.39)

Die Iteration iiber r” bezeichnen wir als Verformungsiteration.
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Die Stabendkréfte ergeben sich mit (13.36) und (13.35) zu:

s = K, (i) + K, (S")] ¢t (13.40)

Analog zu (13.31) betrachten wir eine Iteration in einer Laststufe als konvergent, wenn
die Fehlerschranke € erreicht ist:

v+l v g’/"'l o g”
I =l 1S 2S5 (13.41)

/,’ll/

[

Mit der zuletzt erreichten Verformung ist eine Néherung fiir die Knotenverformung der
Laststufe R¥ bekannt:

k= v+t (13.42)

Mit den zuletzt erreichten Stabendkréften ist eine Naherung fiir die Stabendkrdfte der
Laststufe R* bekannt:

—k v+1

(¥
Al

_ (13.43)

Die Matrix des Gleichungssystems (13.38) ist fiir eindeutige Gleichgewichtslagen positiv
definit:

det (K° (r¥) + K* (S")) > 0.

Ergibt sich deshalb im Laufe der Iteration

det (K¢ + K9) <0, (13.44)

dann gibt es fiir die Laststufe R* keine eindeutige Gleichgewichtslage: Die Berechnung
muss in diesem Fall ausgehend vom letzten Lastschritt (R¥!, r*~1, Skil) mit einem klei-
neren Lastinkrement (iiblicherweise 1/2 AR*) wiederholt werden. Es ist also durchaus
moglich, dass die Endbelastung R™ der vorgegebenen Belastungsgeschichte nicht erreicht
werden kann. Die letzte abgeschlossene Iteration ergibt in diesem Fall die (im Rahmen
der getroffenen Annahmen) zuldssige Belastung. Damit ist die iterative Berechnung eines
nichtlinearen Stabwerkes vollstindig beschrieben. In Abbildung 13.13 ist ein Ablaufdia-
gramm der Berechnung dargestellt.

Der numerische Aufwand fiir einen jeden Lastschritt ist im Vergleich zur linearen Berech-
nung sehr gross; iiblicherweise werden fiir brauchbare Néherungen mindestens 10 — 20
Iterationen bendtigt. Es erscheint deshalb besonders wichtig, nochmals an die Vorausset-
zungen und Annahmen der Berechnung zu erinnern. Eine qualitative Beurteilung anhand
der Ergebnisse ist zwar sinnvoll, aber dusserst unzuverlédssig: Auch bei groben Fehlern

ergibt sich meist eine “glatte,, Kurve als Lastverformungsdiagramm.
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Abbildung 13.13: Ablaufdiagramm der nichtlinearen Berechnung
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Es ist deswegen notwendig, in jedem Rechenprogramm Kontrollberechnungen durch-

zufithren. Mit Bezug zum Ablaufdiagramm (Abbildung 13.13) sind die wichtigsten Kon-

trollen im folgenden zusammengestellt.

Zu Beginn der Berechnung wird gepriift, ob die erste Gesamtsteifigkeitsmatrix positiv

definit ist.
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Zwischen den einzelnen Lastschritten wird gepriift, ob die Annahmen und Voraussetzun-
gen der Berechnung noch erfiillt sind. Als Beispiel erinnern wir an die Annahme, dass
Fachwerkstdbe nicht vor Erreichen der Endlast wie Eulerstibe ausknicken oder unzuléssi-
ge Verformungen auftreten. Es ist ausserdem sinnvoll, in jedem Belastungsschritt die

auftretenden Spannungen zu iiberpriifen.

Fiir zwei Beispiele werden im folgenden die Ergebnisse mit der vollstdndigen Iteration

dargestellt.
Beispiel 13.5:

Ein einseitig eingespannter Stab (Abbildung 13.14) mit Normal- und Querbelastung und

Stab: IPE 200, St 37
I,=1,94-10"° m*
A=285-10"% m?

E =2,10-10% kN/m’

sowie der Spannung fiir A = 2,75 maxo = 112034[kN/m?|, wird mit einer Unterteilung

in 2, 4 und 8 Elemente berechnet.

In den Last-Verformungskurven sind die Ergebnisse aus Berechnungen mit linearen Ele-
menten (nur Verformungsiteration) und mit nichtlinearen Elementen (Verformungs- und

Schnittgrosseniteration) gegeniibergestellt.

Bei einer Verwendung der linearen Steifigkeitsmatrix wird die Steifigkeit des Systems
iiberschétzt und somit die Last-Verformungskurve “von oben,, angendhert. Durch die
Gleichsetzung von Stabsehne [ und Bogenldnge s wird bei Verwendung des nichtlinea-
ren Elementes die Steifigkeit unterschétzt, die Normalkraft als zu gross angenommen und
somit die Last-Verformungskurve ,, von unten* angendhert. Der Einfluss ist allerdings so

gering, dass er in der Zeichnung nicht mehr darstellbar ist.
Beide Einfliisse verschwinden, wenn die Elementeinteilung geniigend klein gewéhlt wird.
Beispiel 13.4:

Ein Fachwerk (Abbildungen 13.15, 13.16) wird fiir proportionale Belastung im geome-
trisch nichtlinearen Bereich berechnet, mit Profilen nach Profiltafeln (MSH: Mannesmann-
Hohlprofile), Knicklangen fiir alle Stédbe 2,85 m und

0—A: MSH 200 x 200 x 6,3
A-DB: 140 x 140 x 5,6
B-C: 110 x 110 x 4,0

13.7 Iterative Losung mit Ersatzknotenlasten

Die Iteration mit Ersatzknotenlasten ist im wesentlichen mit dem modifizierten Newton-
Raphson Verfahren (Abbildung 13.7 (b)) identisch:
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Abbildung 13.14: Vergleichsberechnung eines Stabes mit Normal- und Querbelastung

Die Verformungsberechnung (vgl. Ablaufdiagramm, Abbildung 13.13) wird mit der elas-
tischen Steifigkeitsmatrix K(rf = z’“) solange fortgefiihrt, bis eine Fehlerschranke eg
der Stabendkréfte erreicht ist. Zusétzlich wird von der Annahme kleiner &nderungen der

geometrischen Steifigkeit ausgegangen; es wird angenommen, dass gilt:

. (13.45)

1A

Kg(g’/“) = K9(

Damit folgt fiir die Verformungsberechnung mit Ersatzknotenlasten (—&r"):

Ker't = R* — K9(S")r". (13.46)

Die Stabendkréfte berechnet man wie im vorhergehenden Abschnitt aus:
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Abbildung 13.15: Nichtlineare Berechnung eines Fachwerkes, Belastung und System
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Abbildung 13.16: Nichtlineare Berechnung eines Fachwerkes, Last-Verformungskurven

S = [k +E, ()] cT (13.47)

Nach Erreichen der Fehlerschranke

s > |AS]| (13.48)

muss die Iteration mit der Steifigkeitsmatrix K°(r**! = r**1) wiederholt werden, bis auch
die Fehlerschranke der Verformungen
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er > et — 1P| (13.49)

erreicht ist. Die Iteration iiber p erfolgt fiir dieselbe Laststufe. Die Belastung wird erst

dann erhoht, wenn die Fehlerschranken erreicht sind.

In Abbildung 13.17 ist ein Ablaufdiagramm der modifizierten Newton-Raphson Iteration
dargestellt. Es ersetzt die Newton-Raphson Iteration, wie sie in Abbildung 13.13 angege-
ben ist. Die iibrigen Rechenschritte des Ablaufdiagramms nach Abbildung 13.13 bleiben

erhalten.

L'J“: - {Eeltp)]-1o (Bk - 5_9 (5\") ' Lv)

1

i
3 (ki Lk
?
ALY W< WALV, HASY ' e NAEY I ey
2

I

ZUaE N < €. l

L L) :

Ar' < g |
e J

Abbildung 13.17: (vgl. Abbildung 13.13) Iteration fiir das modifizierte Newton-Raphson
Verfahren

Die Iteration mit Ersatzknotenlasten kann zu erheblichen Einsparungen an Rechenzeit
fithren, insbesondere wenn die Verformungsénderungen in einem Lastschritt relativ klein

sind.
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Die Ersparnis an Rechenzeit resultiert aus der vereinfachten Verformungsiteration. In
jedem Iterationsschritt ist ein Gleichungssystem mit unverdnderter Matrix K¢(r”) zu
lsen. Die Matrix K¢(r”) ist positiv definit und die Losung erfolgt mit dem Cholesky-
Verfahren. Hierbei ist eine Dreieckszerlegung durchzufithren mit einem Rechenaufwand
von der Gréssenordnung n? fiir K¢ . Mit dieser Dreieckszerlegung wird die Losung des
Gleichungssystemes durch Vorwérts-Riickwértseinsetzen (Rechenaufwand von der Ord-
nung n?) berechnet. Bei unveriinderter Matrix, wie hier bei der Iteration mit Ersatzkno-
tenlasten, entfillt in der zweiten und den folgenden Iterationen die Dreieckszerlegung von
K°(rP). Diese Dreieckszerlegung muss erst dann wieder durchgefithrt werden, wenn r?

gedndert wird.

Die dnderungen in r” bestimmen damit wesentlich die Effizienz der Iteration mit Ersatz-

knotenlasten.
Im folgenden ist die Iteration an einem einfachen Beispiel dargestellt.
Beispiel 13.5:

Fiir einen eingespannten Einfeldrahmen mit der in Abbildung 13.18 gezeigten Elementein-
teilung wurde eine Vergleichsberechnung mit der Schnittgrosseniteration und der Iteration
iiber Ersatzknotenlasten durchgefiihrt. Die Belastung ist proportional zu einem Lastpa-

rameter A .
Die Ergebnisse der Berechnung sind in Abbildung 13.18 dargestellt.
In Abbildung 13.18 (c) ist die CPU-Zeit fiir jeden Lastschritt aufgetragen. Die Itera-

tion mit Neuaufbau und Inversion der Steifigkeitsmatrix in jedem Lastschritt benotigt
hierbei fiir einen Lastschritt nahezu die gleiche Rechenzeit; nur im Bereich grosser Verfor-
mungszuwéchse (A > 22/ 5) ist hier eine geringfiigige Zunahme zu verzeichnen. Die Zeit,
die fiir eine Iteration mit Ersatzknotenlasten benotigt wird, ist hingegen sehr stark von
der Grosse der Verformungszuwéchse abhéngig. Im Bereich grosser Verformungszuwéchse
wird das Verfahren unwirtschaftlich. Im Bereich kleiner Verformungszuwéchse (im Beispiel
A < 20) kann die Iteration mit Ersatzknotenlasten auch weniger Zeit beanspruchen als die
vollstéandige Iteration. Vor allem bei Tragwerken mit vielen Elementen ist die Iteration

mit Ersatzknotenlasten wirtschaftlicher.
Beispiel 13.6:

Fiir einen leichten Hallenbinder mit Kranbahn werden die Verformungen und Zustands-
linien ermittelt. Das Tragwerk ist mit seinen wesentlichen Abmessungen in Bild 13.19
dargestellt; die Bemessung ist einer ausgefithrten Konstruktion entnommen, £ = 2,1 -
108[kN/m?].

Die geometrisch nichtlineare Berechnung erfolgte {iber Ersatzknotenlasten. Der Hallen-
binder ist fiir 3, 5-fach gesteigerte Lasten berechnet worden. Die Last wurde von 0,5 an

in 0,5-er Schritten gesteigert. Der lineare Eigenwert des Systems ist 6,11.
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Abbildung 13.18: Vergleich der Iterationsverfahren

In Abbildung 13.20(c) ist die Momentenlinie fiir A = 1 bei linearer und in Abbildung
13.21(e) die fiir A = 3,5 bei geometrisch nichtlinearer Berechnung dargestellt. Abbildung
13.20(d) zeigt die Last-Verformungskurve fiir die Referenzverformung r,, . Die Verfor-
mungsfigur fiir A = 3,5 ist in Abbildung 13.21(f) dargestellt.

13.8 Bemerkungen zur Anwendung

Stabwerke werden heute in zunehmendem Masse unter Beriicksichtigung des Gleichge-
wichtes am verformten System berechnet. Wir haben deshalb die Probleme der geometri-
schen Nichtlinearitét relativ breit dargestellt. In der Baustatik wird die Berechnung im
nichtlinearen Verformungsbereich iiblicherweise als Theorie zweiter Ordnung (vgl. Chwal-
la /9/) bezeichnet. Diese Bezeichnungsweise ist auch zum Teil in den Normbléttern (DIN)

und den Richtlinien fiir die Bemessung von Tragwerken festgeschrieben.

Chwalla erklirt diese Bezeichnungsweise am Fachwerk mit grossen Verformungen (/9/,
Seite 41): ,Man bezeichnet diese genauere ... Berechnungsweise, bei der der Einfluss
beriicksichtigt wird, den die elastische Verformung des Tragwerkes auf die Gleichgewichts-

bedingungen ... nimmt, als Theorie zweiter Ordnung“.
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Abbildung 13.19: System, Belastung und Querschnittswerte fiir leichten Hallenbinder (alle
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Abbildung 13.20: Momentenlinie fiir A = 1 (linear) und Last-Verformungsdiagramm fiir
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Die Vernachléssigungen, die bei der Berechnung méglich und sinnvoll sind, so z.B. die
Néherung fiir die Kriitmmung eines Biegebalkens, sind nicht direkt mit der ,, Theorie zweiter
Ordnung*“ verkniipft. Wesentlich ist die Beriicksichtigung der elastischen Verformungen

in den Gleichgewichtsbedingungen.

Das Problem der Balkenbiegung auf der Grundlage der strengen Kriim- mungsbeziehung
wird von Love /44/ ausfiihrlich behandelt. Es wird seit Euler (1744) als ,,Problem der

Elastica® bezeichnet.
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Abbildung 13.21: Momentenlinie (geom. nichtl.) und Verformungen des Systems fiir A =
3,0

Fiir die praktische Anwendung geniigt jedoch immer die Ndherung, die man durch Gleich-
setzen der zweiten Ableitung der Biegelinie und der Kriitmmung erhélt, also die elementare
Balkenbiegetheorie oder auch die technische Balkenbiegelehre, wie sie verschiedentlich be-

zeichnet wird.

Diese Annahme ist die Grundlage der Verformungsbeziehungen der Stabelemente, die
wir in den vorangehenden Abschnitten dargestellt haben. Die iterative Berechnung eines
Stabwerkes mit der geometrischen Steifigkeitsmatrix ist deshalb ein Ndiherungsverfahren
fiir die Losung von Problemen der Theorie zweiter Ordnung. Hierzu muss jedoch bemerkt
werden, dass es, mit Ausnahme der elementaren Fille, keine strengen Losungen nach der
Theorie zweiter Ordnung gibt; es sind immer Vernachldssigungen (z.B. Langsverformun-
gen) erforderlich, und es muss immer ein System nichtlinearer Gleichungen (transzendent)

gelost werden. Dies ist ohne Iteration im allgemeinen nicht moglich.

Die Iteration mit der geometrischen Steifigkeitsmatrix ist insgesamt eine konsequente
Approximation. Mit kleineren Elementunterteilungen ist es sogar moglich, Probleme der

,Elastica® ndherungsweise zu losen.

Diese Genauigkeitsforderungen werden jedoch iiblicherweise nicht gestellt. Eine sinnvolle
Losung wiirde man zudem nur dann erhalten, wenn die geraden Stabelemente die Ver-
formung geniigend genau approximieren, was wiederum zu einer grossen Anzahl von Ele-

menten fiihrt.
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Abbildung 13.22: Elementapproximation

Die Frage nach der geometrischen Approximation des Verformungszustandes sollte jedoch

auch bei den Naherungslosungen nach Abschnitt 13.6 und 13.7 beachtet werden.

Es ist nicht sinnvoll, eine Verformungsiteration unter Beriicksichtigung eines verformten
Ausgangszustandes durchzufithren, wenn die Biegelinie der Stébe zwischen den Knoten-
punkten einen Kriimmungswechsel zeigt (Abbildung 13.22). In solchen Féllen muss eine
kleinere Elementunterteilung gewahlt werden. Die aufwendigen Iterationsverfahren fithren
sonst zu Losungen, die zwar numerisch korrekt sind, aber keine Aussage iiber das tatséchli-

che Tragverhalten darstellen.



Kapitel 14
Aspekte der Programmierung

In den vorangehenden Kapiteln wurden die Berechnungsgrundlagen fiir Stabwerke in einer
fiir programmgesteuerte Rechenanlagen geeigneten Form dargestellt. Wir haben versucht,
den Bezug zu den in Jahrzehnten bewéhrten Rechenverfahren zu zeigen und verdeutlicht,
dass die ,Matrizenmethoden® nur eine konsequente Darstellung der bekannten Stabstatik

sind.

Die Grundkonzeption aller hier aufgezeigten Rechenverfahren ist die Einteilung der Stab-
werke in Elemente. Die Eigenschaften dieser Elemente, dargestellt in Elementmatrizen,
sind die Bausteine des Elementkataloges. Die Inzidenz- und Drehungsmatrizen sind das
Werkzeug zum Aufbau des Tragwerkes mit einer reprasentativen Darstellung in Form von

Matrizengleichungen.

Wir haben damit einen grossen Teil der grundlegenden Rechenoperationen der Methode

der Finiten Elemente /94/ aufgezeigt.

Die folgenden Ausfithrungen zur numerischen Losung und zum Aufbau der Grundgleichun-
gen, zur Struktur der Programme und der Datenverarbeitung bei einer programmierten
Berechnung gelten deshalb gleichermassen fiir Finite Element Programme. Sie sind zum
grossten Teil der einschldgigen Literatur entnommen, wenn auch mit vielen Auslassungen

und Kiirzungen.

14.1 Lo6sung der Grundgleichungen des

Weggrossen- und Kraftgrossenverfahrens

In den allgemeinen Ausfithrungen haben wir eine Unterteilung in Weggrossenverfah-
ren, Kraftgrossenverfahren, Verfahren der Ubertragungsmatrizen und iterative Verfahren
gewihlt. Diese Unterteilung wird im folgenden bei der Beschreibung der Losungsverfah-
ren beibehalten. Wir beschréinken uns hierbei jedoch auf die Darstellung wesentlicher

Gesichtspunkte, die in groben Ziigen den heutigen Stand wiedergeben.

317
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Die Losung der Grundgleichung des Weggrossenverfahrens erfolgt heute fast ausschliesslich
mit dem Verfahren von Cholesky (siche Anhang A2.1.4). Fiir vollbesetzte Matrizen K, ,,
erfordern die beiden wesentlichen Rechenoperationen — Dreieckszerlegung und Vorwérts-

Riickwirts- einsetzen — die folgende Anzahl von Rechenoperationen:

(a) Dreieckszerlegung

Multiplikationen: én3 +3n? — %n

3
2
Additionen/Subtraktionen: én?’ — %n

Quadratwurzeln: n

(b) Vorwirts-Riickwirtseinsetzen

Multiplikationen: n? —n

Divisionen: n
Additionen/Subtraktionen: n* —n

Man erkennt, dass die Zahl der Rechenoperationen fiir die Dreieckszerlegung von der
Ordnung n? ist; dem steht die Zahl der Rechenoperationen von nur n? fiir das Vorwiirts-
Riickwértseinsetzen gegeniiber. Die Dreieckszerlegung ist bei mehreren rechten Seiten
eine einmalige Rechenoperation, fiir jede rechte Seite (jeden Lastfall) muss dann nur das

Vorwarts-Riickwértseinsetzen wiederholt werden.

Neben der Rechenzeit ist der Speicherbedarf wéhrend eines Rechenvorganges ein ent-
scheidendes Kriterium fiir die Beurteilung des Rechenverfahrens. Die Steifigkeitsmatrix
K ist symmetrisch, es muss also nur eine Symmetriehélfte einschliesslich der Diagona-
len gespeichert werden. Dieser Speicher reicht fiir die Zerlegung in eine untere und obere
Dreiecksmatrix aus (Abbildung 14.1).

Steifigkeitsmatrix K [nxn]
1 Dreiecks -
zerlegung

==

Al

4 Vorwarts - Rickwarts
Jd einsetzen

symmetrisch

Rechenoperationen : 0(n?) Rechenoperationen :

0(n?)

Abbildung 14.1: Symbolische Darstellung des Cholesky-Verfahrens

Die Programmierung des Verfahrens ist relativ einfach und Standardprogramme gehoren
heute zur Programmbibliothek eines jeden Rechenzentrums. Ein vollstdndiges Programm
in FORTRAN ist bei Dankert /14/ angegeben.
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Die Steifigkeitsmatrix K der meisten Tragwerke des konstruktiven Ingenieurbaus ist re-
lativ schwach besetzt. Je nach Dichte der Besetzung kann diese Eigenschaft vorteilhaft
ausgenutzt werden. Bei sehr schwacher und unregelmaéssiger Besetzung kann ein Losungs-
verfahren mit einer ,Sparse-Technik“ /36/ von Vorteil sein. Hierbei werden alle Nicht-
nullelemente zusammen mit den Zeilen- und Spaltenzeigern (i, j) gespeichert. Im Verlaufe

der Dreieckszerlegung ergeben sich zusétzliche Nichtnullelemente (,,fill-ins“).

Die Sparse-Technik wird bislang kaum bei der Losung der Grundgleichung des Weg-

grossenverfahrens eingesetzt.

Eine weitere Moglichkeit fiir die Losung von Problemen mit schwach besetzten Matrizen
sind die iterativen Verfahren; wir werden auf dieses Problem an spéterer Stelle zuriick-

kommen.

Die schwache Besetzung der Matrizen ermoglicht es jedoch auch, durch Zeilen- und Spal-

tenaustausch Bandmatrizen zu erzeugen (Abbildung 14.2).

Steifigkeitsmatrix K [nxn] kompakte Speicherung

: | Vorwiirts - Riickwarts -
7 _ __ | einsetzen

L .~
Bandform _
Bandbreite I._ p_..l Rechenoperationen: 0(nZ-B)  Rechenoperationen:

Abbildung 14.2: Cholesky-Verfahren fiir Bandmatrizen

Der Rechenaufwand bei Bandmatrizen ist von der Ordnung n? fiir die Dreieckszerlegung

und von der Ordnung n [ fiir das Vorwarts-Riickwartseinsetzen.

Ein vollsténdiges Programm in FORTRAN ist in /14/ abgedruckt; Bibliotheksprogramme

werden in allen grosseren Rechenzentren bereitgestellt.
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Steifigkeitsmatrix K [nxn]
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Abbildung 14.3: Bandstruktur mit variabler Bandbreite

Die Losung mit vollbesetzten Matrizen und mit Bandmatrizen sind ,,Stationen* der Ent-
wicklung der Finiten Element Programme. Der letzte Stand und die heute iibliche Me-
thode der Losung sind Frontloser /30/ oder Bandalgorithmen mit variabler Bandbreite
/32/. Die Dreieckszerlegung und das Vorwirts-Riickwértseinsetzen auf dieser Grundla-
ge beriicksichtigen eine variable Bandstruktur der Steifigkeitsmatrix K, . Ublicherweise
ergibt sich auch bei Umordnung der Zeilen und Spalten einer schwach besetzten Stei-
figkeitsmatrix eine Bandmatrix mit Unregelméssigkeiten in der Bandbreite (Abbildung
14.3).

Bei der Dreieckszerlegung ergeben sich zusétzliche Nichtnullelemente (fill-ins), die zusam-
men mit den urspriinglichen Nichtnullelementen die Skyline der Matrix ergeben. Die Sky-
line beschreibt den erforderlichen Speicherplatz der Dreieckszerlegung (Abbildung 14.3).
Die Speicherung und Zerlegung erfolgt mit einem Indexfeld mit n Elementen. Jedes Ele-
ment des Indexfeldes gibt den Abstand an, in welchem sich das von der Diagonale aus
gezihlte dusserste Nichtnullelement der Spalte befindet. Die Speicherung und Zerlegung
erfolgt insbesondere bei sehr grossen Matrizen (oder auf Rechnern mit kleinem Kernspei-

cher) iiber externe Datentriager oder in einem virtuellen Kernspeicher.
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l l

Blockiange Blocklange
Fachwerkelement ' gesamte

Stabelement Blocklange

Y

------------

Abbildung 14.4: Blockstruktur von K

Von besonderem Vorteil ist bei allen Verfahren die Beriicksichtigung der Hypermatri-
zenstruktur der Gesamtsteifigkeitsmatrix K. Aus der Erzeugung von K mit der di-
rekten Steifigkeitsmethode (Abschnitt 6.3) erkennt man, dass K Blockzeilenstruktur (-
spaltenstruktur) hat. Sind an einen Knoten Elemente unterschiedlichen Typs verkniipft,
dann bestimmt das Element mit der maximalen Kantenléinge der Elementsteifigkeitsma-
trix die gesamte Blockldnge (Abbildung 14.4).

Die Frontlosungsmethode zusammen mit der Beriicksichtigung der Hypermatrizenstruktur

ergibt eine erhebliche Einsparung an Rechenzeit.

Einen eindrucksvollen Vergleich gibt Fuchs an /21/: Durch Verbesserung der Speicherauf-
teilung, Vermeidung von Nulloperationen in Untermatrizen, Programmierung der inneren
Schleifen in Maschinensprache und vollstéandige Ausnutzung aller sonstigen Moglichkeiten
einer modernen Datenverarbeitungsanlage war es demnach (1971) moglich, die Rechen-
zeit fiir ein Beispiel mit 4000 Unbekannten und einer mittleren Bandbreite von 420 (max.
Bandbreite 600) von 100 % auf nur 8 % zu reduzieren (Rechenanlage CDC 6600).

Ein vollstdndiges Programm fiir die Frontlosungsmethode wird von Iron /30/ angegeben.

Im Vergleich mit dem Weggrossenverfahren wurden die Losungsverfahren fiir das Kraft-
grossenverfahren nur sehr wenig untersucht. Im wesentlichen sind hier drei Varianten zu
nennen, die im Laufe der letzten 15 Jahre eine gewisse Bedeutung gewonnen haben und

zwar

— die Gauss-Jordan Elimination mit Zeilenpivotsuche und Spaltentausch,
— die Gauss’sche Dreieckszerlegung mit Spaltenpivotsuche und Zeilentausch und

— eine Variante der Dreieckszerlegung zur Erzeugung kompakter FEigenspannungs-

zustande.

Das erste Verfahren bildet die Grundlage eines Finiten Element Programmes von Denke
aus dem Jahre 1962 /15/. Es wurde zugleich in einer Vielzahl von Varianten von Robinson
/71/ dargestellt und angewendet.
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Eine vollstandige Beschreibung des zweiten Verfahrens wird von Thierauf/Topgu /83/ ge-
geben. Es ist die Grundlage fiir ein Finite-Elemente-Programm mit alternativen Losungs-
verfahren /16/.

Das dritte Verfahren als Variante des zweiten liefert Eigenspannungszustidnde, die

moglichst kleine Bereiche des Tragwerkes beeinflussen /85/.

Beziiglich des erstgenannten Verfahrens verweisen wir auf die ausfiihrlichen Darstellungen
von Robinson /71/ und auf ein Beispiel fiir ein Fachwerksystem, das von Przemieniecki
(/66/, Seite 206 ff) angegeben wird.
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Abbildung 14.7: (¢) Aufstellen und Losen der Vertraglichkeitsbedingungen (vgl. Cholesky-
Verfahren)

Abbildung 14.8: (d) Berechnung der linear unabhéngigen Stabendkrifte £

Im folgenden beschranken wir uns auf die Darstellung der wesentlichen Merkmale des
zweiten Verfahrens mit der Variante der kompakten Eigenspannungszustinde. Wie beim
Weggrossenverfahren wird auch hierbei die Bandstruktur aller Matrizen beriicksichtigt.
Das Verfahren besteht aus vier Teilschritten, die in Abbildung 14.1 symbolisch dargestellt
sind.

Y

Abbildung 14.6: (b) Berechnung der kompakten Eigenspannungszustéinde aus der oberen

Dreiecksmatrix U



324 KAPITEL 14. ASPEKTE DER PROGRAMMIERUNG

In Abbildung 14.9 (a) ist das System eines ebenen Stockwerkrahmens dargestellt. Die
Schnitte sind in derselben Systemskizze angedeutet; sie ergeben sich durch die Wahl der

statisch Unbestimmten, wie sie in Abschnitt 9.3 beschrieben ist.

Systemskizze i - ter Eigenspannungszustand
Nd Fa
ir rd
rd
+ r |
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(c) Kompakte Eigenspannungszustéinde und zugehorige Vertraglichkeitsbedingungen

Abbildung 14.9: Vergleich der iiblichen mit den ,kompakten* Eigenspannungszustinden

Die iiblichen Eigenspannungszusténde, dargestellt durch die Matrix B,, zeigen eine relativ
dichte Besetzung und erfordern dadurch einen grossen Speicherbedarf. Zugleich ergibt sich
ein relativ grosser Rechenaufwand fiir die Aufstellung und Losung der Vertriaglichkeitsbe-
dingungen. Dies zeigt sich in der Besetzung der Matrix der Vertriglichkeitsbedingungen
(BY f B,) der Kantenlinge p (Anzahl der statisch Unbestimmten, hier 18).

Die Nullelemente der Matrizen B, und Ef f B, sind in Abbildung 14.9 (b) gekennzeich-

net.
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Dem steht in Abbildung 14.9 (c) eine relativ schwache Besetzung von B, und eine
bandférmige Struktur von BT [ B, gegeniiber, wenn man mit kompakten Eigenspan-
nungszustinden rechnet. Der Einflussbereich des i-ten Eigenspannungszustandes ist in
der Systemskizze (Abbildung 14.9 (a)) durch dicke Kanten gekennzeichnet.

Das Verfahren ist automatisiert: Die Wahl der statisch Unbestimmten erfolgt allein aus der
Gleichgewichtsmatrix. Das Verfahren der kompakten Eigenspannungszustédnde ist auch
auf Finite Elemente anwendbar; Beispiele fiir rdumliche Systeme, Scheiben und Platten
gibt Topgu /85/ an.

Trotz des Fortschrittes, der durch kompakte Eigenspannungszusténde erzielt wurde, sollte

die Anwendung auf folgende Félle beschrankt werden:

(1) Redundanz p kleiner als Kantenldnge n von K;

(2) Spezielle Probleme der Bemessung oder der Anwendung im nichtlinearen Werkstoft-

bereich.

Ein vollstandiges FORTRAN-Programm des Rechenverfahrens aus /85/ ist im Anhang
A2.1.6 angegeben.

Als dritte Moglichkeit zur Losung statischer Probleme betrachten wir die iterativen Ver-
fahren. Bekannte Anwendungen in der Statik und Dynamik sind das Verfahren von Gauss-
Seidel /67/, die Relazationsverfahren /96/ und die Methode der konjugierten Gradienten
/67/. In Abschnitt 11.2 wurde gezeigt, dass das Verfahren von Gauss-Seidel die Grundla-
ge des Kani-Verfahrens fiir den iterativen Momentenausgleich in Rahmenkonstruktionen
ist. Dieses Verfahren wird in der Praxis auch heute noch sehr hoch geschétzt und besitzt
gewisse Vorteile in der Anwendung. Es ist sehr anschaulich und bietet mit der Momenten-
verteilung anhand einer Systemskizze die Moglichkeit, den Kréifteverlauf und den Einfluss
von Steifigkeitsédnderungen geschickt zu erfassen. Fiir die Losung der hier betrachteten

Probleme iiberwiegen jedoch insgesamt gesehen die Nachteile des Verfahrens.

Alle iterativen Verfahren haben einen wesentlichen Nachteil bei der Losung von Glei-
chungssystemen mit mehreren rechten Seiten (Lastféllen). Die gesamte Iteration ist fiir
jeden Lastfall getrennt und von Neuem durchzufiihren. Da in der Praxis des konstruktiven
Ingenieurbaus fast immer mehrere Lastfille zu berechnen sind, entsteht ein relativ grosser

Rechenaufwand.

Auch fiir eine einmalige Losung ist der Rechenaufwand im Vergleich zu den direkten

Losungsverfahren schon relativ hoch.

Fiir eine vollbesetzte symmetrische Koeffizientenmatrix K, ,, benotigt man z.B. mit der
Methode der konjugierten Gradienten /67/
etwa n? + 5n? Multiplikationen oder Divisionen

und n? + 6n? Additionen oder Subtraktionen.

nXn
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Im Vergleich dazu erfordert das Verfahren von Cholesky nur etwa 1/6 dieser Rechenope-

rationen.

Beim Verfahren von Gauss-Seidel benotigt man fiir eine Iteration etwa 2n? — 2 Multipli-
kationen und Additionen /87/.

Da bei diesem Verfahren die Anzahl der Iterationen stark von der Konvergenz abhéngig ist,
kann die Anzahl der Gesamtoperationen nicht angegeben werden. Eine schnelle Konver-
genz ist nur dann zu erwarten, wenn die Matrix gut konditioniert und diagonal dominant

ist.
Eine &hnliche Situation ergibt sich bei der Anwendung von Relaxationsverfahren.

Ein allgemeiner Vergleich zwischen den iterativen und den direkten Losungsverfahren ist
damit nur bei der Methode der konjugierten Gradienten moglich. Bei dieser Methode
erhélt man in hochstens n Schritten die genaue Losung, wenn Rundungsfehler der Re-
chenmaschine ausgeschlossen werden. ,Die Methode (der konjugierten Gradienten) wird
vorteilhafter, wenn die Koeffizientenmatrix viele Nullen enthélt. Jedoch gibt es auch hier
Abarten der Eliminationsschemata, die auch diese Situation in vielen Féllen ausniitzen
konnen ...“ (Ralston/Wilf /67/, Bd. 1, Seite 117). Die von Ralston/Wilf erwéhnten Va-
rianten der direkten Losungsverfahren sind die oben dargestellten Bandalgorithmen und

Frontlosungsverfahren.

Abgesehen von speziellen Problemstellungen, die an sich schon eine iterative Losung er-
fordern, werden deshalb heute eindeutig die direkten Lisungsverfahren den iterativen vor-

gezogen.

Vollstédndige Programme fiir die iterative Losung nach Gauss-Seidel und fiir die Methode
der konjugierten Gradienten sind bei Ralston/Wilf /67/ abgedruckt (ALGOL). Ein Ver-
gleich der direkten und iterativen Verfahren beziiglich des Rechen- und Speicheraufwandes
gibt Westlake an /87/.

14.2 Bemerkungen zur Losung des Stabilitdtsproble-

mes

Fiir die Losung des Eigenwertproblemes, wie es sich bei der Stabilitdtsberechnung (Kapitel

12) ergibt, stehen heute eine Reihe erprobter Rechenverfahren zur Verfiigung /88/.



14.2. BEMERKUNGEN Z. LOSUNG D. STABILITATSPROBL. 327

Die Matrizen K¢ und KY der Eigenwertgleichung des Stabilitdtsproblems (12.40)

(K°+ K% r=0

sind symmetrisch und besitzen die gleiche Bandstruktur, die sich bei der Grundgleichung
der Weggrossenverfahren ergibt. K ist positiv definit, K7 ist im allgemeinen positiv
semidefinit (d.h. es gilt r” K97 > 0 fiir alle r # 0). Bei der Auswahl der Losungsverfahren

sollte darauf geachtet werden, dass die Bandstruktur der Matrizen nicht zerstort wird.

Eine Moglichkeit zur Reduktion des allgemeinen Eigenwertproblemes mit symmetrischen
Bandmatrizen wird von Crawford /12/ beschrieben (siehe auch Anhang A2.2) Der dort
angegebene Algorithmus transformiert das allgemeine Eigenwertproblem auf das spezielle
Eigenwertproblem mit symmetrischer Bandmatrix A und der Bandbreite der Eingangs-
matrizen K¢ und K?. Die Transformation erfordert Rechenoperationen in der Grossen-

ordnung von n? 3, mit 3 als Bandbreite von K°.

Die Losung des speziellen Eigenwertproblems kann dann mit den bekannten Verfahren
/88/ durchgefiihrt werden. Es sind dies z.B.

die Givens-Reduktion der symmetrischen Bandmatrix auf Tridiagonalform /88/, und die

Berechnung eines einzelnen, z.B. des grossten (kleinsten), Figenwertes durch Bisektion
(Given’s Method of Bisection /88/).

Mit diesem Verfahren wurden in /55/ eine Vielzahl von Eigenwertproblemen bei der

Stabilitatsuntersuchung ausgesteifter Platten gelost.

Falls zu den Eigenwerten auch die Eigenvektoren berechnet werden sollen, ist eine Riick-

transformation der Eigenvektoren des speziellen Eigenwertproblemes erforderlich.
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Eine weitere Moglichkeit zur Berechnung des kleinsten (grossten) Eigenwertes ist die ite-
rative Losung mit dem wvon Mises’schen Iterationsverfahren (/14/, siehe auch Anhang
A2.2.3). Mit diesem Verfahren erhélt man zugleich eine Niherung fiir den zum kleinsten
(grossten) Eigenwert gehorigen Eigenvektor. Das von Mises’sche Iterationsverfahren ist
in seiner Leistungsfdhigkeit mit dem oben genannten Verfahren fiir die Losung des Sta-
bilitdtsproblemes vergleichbar. Eine ausfiihrliche Darstellung der Losungsverfahren findet
sich in /96/.

14.3 Rundungsfehler und numerische Stabilitét

Die Gleichungssysteme, die man bei der Berechnung von Tragwerken erhilt, konnen eine
beachtliche Grossenordnung erreichen. Systeme mit mehreren tausend Unbekannten sind
heute keine Seltenheit. Jede Losung eines Gleichungssystems fiihrt zu Rundungsfehlern,
die beim Rechnen mit endlicher Stellenzahl unvermeidlich sind. Man erhélt damit anstelle

einer Losung r nur eine Naherung 7 = r + Ar, fiir die gilt:

oder

ist nur dann sinnvoll, wenn mit grosserer Genauigkeit, d.h. mit héherer Stellenzahl, ge-

rechnet wird (Nachiteration).

In jedem Fall sollte man sich jedoch bei jeder Losung eines grosseren Systemes den De-
fektvektor ausrechnen. Es empfiehlt sich bei einer Losung mit dem Weggrossenverfahren,
die Gleichgewichtsbedingungen und bei einer Losung mit dem Kraftgrossenverfahren die

Vertraglichkeitsbedingungen zu iiberpriifen:

Verfahren — Kontrolle
Weggrossen: Kr =R a” F = R (Gleichgewicht)
Kraftgrossen: o’ F = R,
Efiﬂ =0 ar = v (Vertriglichkeit)
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Die Grosse der Abweichung wird {iber eine Norm verglichen; sinnvolle Vergleiche sind die

Normen:
max {|AR;|} oder ||AR| =y AR AR.

Ergeben sich grossere Abweichungen, dann muss das zugrundeliegende Stabwerk tiberpriift
werden. In solchen Féllen haben einzelne Elemente entweder unsinnige Abmessungen oder

Querschnittswerte.

Fiir das in Abbildung 14.10 dargestellte System wiirden sich z.B. dann numerische Schwie-
rigkeiten ergeben, wenn sich Flache A und Lange [ des Fachwerkelementes wesentlich von

denen der Stabelemente unterscheidet.

Stabelemente Steitigkeitsmatrix

o~ e
W at r T T Yy A

7/
Fochwerkelement

I (Flache A) I

-

. -

Abbildung 14.10: Unzuldssige Idealisierungen durch Stabelemente (I — 0)

Die Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems wiirde dann mit schwacher Kopplung durch das
Fachwerkelement in zwei Blocke I und II zerfallen. Es wire also unsinnig, ein Querkraft-
und Momentengelenk durch einen Fachwerkstab, wie in Abbildung 14.10 gezeigt, ideali-

sieren zu wollen.

Bei solchen und dhnlichen schlecht idealisierten Systemen unterscheiden sich die Betrége
der Diagonalelemente von K um mehrere Zehnerpotenzen. Dies fithrt zu grésseren Run-
dungsfehlern und meist auch zu unsinnigen Bemessungen. Als Faustregel fiir Stabwerke

gilt:
Wenn

min | K| / max | K| < 1074,

dann sind grossere Rundungsfehler bei der Losung des Gleichungssystems oder des Eigen-
wertproblems zu erwarten. Genauere Moglichkeiten zur Abschédtzung werden von Irons

/28/ angegeben.
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Ein wichtiges Mass fiir die Beurteilung der Losung eines linearen Gleichungssystemes ist
die Konditionszahl. Eine bekannte Konditionszahl ist die Hadamard’sche Konditionszahl
Ky /95/ (Anhang A1.8):

Kp=det(K)/I] | > (Ky)” (14.1)

Diese Konditionszahl kann bei der Dreieckszerlegung relativ einfach berechnet werden
und ist eine Moglichkeit zur Beurteilung der Gleichungssysteme. Die Konditionszahl liegt

zwischen 0 und 1:

Ky =0: K is singulér
Ky =1: optimale Kondition.

Die Konditionszahl K ist invariant gegeniiber einer Multiplikation der Zeilen mit Fakto-
ren ( # 0 ). Eine Skalierung der Matrix zur Verbesserung der Kondition K ist also nicht
sinnvoll. Durch Skalierung lisst sich zwar der Rundungsfehler verkleinern, die Kondition

der Matrix kann aber dadurch nicht verbessert werden.
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Das in Abbildung 14.11 dargestellte Beispiel gibt eine Vorstellung von der Gréssenordnung

der Hadamard’schen Konditionszahl.

1A log K,
T 'y
A bm
f - 19
18 4 s Kn = 86810
1.A Lm ¥ N\
I'A
_} 1 \\
Lm \‘
IJ" oy ~-20 + \\
- A Y
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Stele - 1PB 2 100 -2 4 + ! = log 1'/1
Riegel . IPB 2 100 bis IPB #1000 1 2 3

Abbildung 14.11: Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrix (logarithmische Darstellung)

Bei schlecht konditionierten Matrizen muss deshalb das zugrundeliegende mechanische
Modell iiberpriift werden. Eine sinnvolle Lésung kann entweder durch eine Korrektur der
Idealisierung oder der Bemessung erreicht werden oder in manchen Féllen auch durch eine

Berechnung von Teilstrukturen.

14.4 Bandbreitenreduktion durch Umnumerierung

In den vorangehenden Abschnitten wurde die Bandstruktur der Steifigkeitsmatrix als
ein wesentliches Merkmal herausgestellt. Diese Bandstruktur ergibt sich durch die Ver-

kniipfung der Freiheitsgrade der Verschiebungen:

Sind die Freiheitsgrade mit den Indizes ¢ und j nicht iiber einen Stab verbunden, erhélt

man das zugehorige Element K;; der Steifigkeitsmatrix den Wert Null.

Die Indizierung der Freiheitsgrade ist weitgehend beliebig; sie muss nur bei 1 beginnen
und fortlaufend bis n sein. Damit hat man die Moglichkeit, durch Umnumerierung der
Freiheitsgrade die Besetzung und damit die Bandbreite von K zu beinflussen. Wir zeigen

dies an einem Beispiel.

Beispiel 14.1:

Besetzung der Steifigkeitsmatrix eines Stockwerkrahmens und eines Ringtriagers nach Ab-
bildung 14.12.
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Die Besetzung von K erfolgt nach folgendem Schema:

— Ein Freiheitsgrad ist immer mit sich selbst verbunden.

— Ein Freiheitsgrad ist mit einem zweiten verbunden, wenn beide in demselben Kno-

tenpunkt definiert sind oder wenn sie durch einen Stab verbunden sind.

Jede Verbindung kennzeichnet ein Nichtnullelement (z). Da iiblicherweise bei Stabtrag-
werken die Freiheitsgrade an einem Knoten fortlaufend numeriert werden, kann die Um-
ordnung auch iiber Knotennummern erfolgen. Dies ist am Beispiel des Ringtrégers (Abbil-
dung 14.12 (b)) gezeigt. Von diesem vereinfachten Schema der Numerierung wird bei den
Algorithmen zur Reduzierung der Bandbreite ausgegangen (/22/, /10/). In allgemeiner

Form lésst sich das Problem wie folgt darstellen:

Aufgrund einer Ausgangsnumerierung der Knoten und Elemente ist die Verkniipfungstafel
(Inzidenztafel) bekannt. Es ist eine Element-Knotenzuordnung, d.h. zeilenweise werden
fiir jedes Element die zugehorigen Knoten angegeben. Die Elemente und Knoten sind

fortlaufend und bei 1 beginnend numeriert.

Aus der Inzidenztafel wird zunéchst eine Knotenverbindungstafel aufgestellt: In aufstei-
gender Folge werden zeilenweise alle Knoten zusammen mit den durch Stébe angeschlos-

senen Knoten aufgelistet.
Diese beiden Schritte sind in Abbildung 14.13 fiir einen Vierendeeltrager durchgefiihrt.
Die Vertauschung erfolgt fiir ein Tragwerk mit n Knoten nach folgendem Verfahren:

(a) Berechne die Bandbreite mq der urspriinglichen Numerierung aus der maximalen

Knotendifferenz.

(b) Wir beginnen bei Knoten 1 und numerieren alle , abliegenden“ Knoten neu mit 2,

3, ey 7.

(c) Die weitere Numerierung wird am Knoten ¢, fortgefiihrt. Alle abliegenden Knoten,

die noch nicht umnumeriert wurden, werden mit ¢; + 1, 2; + 2, .. ., i3 neu numeriert.

(d) Es folgen die Knoten iy, ..., n, fiir die das in (c) beschriebene Verfahren durchgefiihrt

wird.

Damit ist eine Umnumerierung abgeschlossen und die neue Bandbreite kann berechnet

werden, wir bezeichnen sie mit m. Alle Knoten tragen die neue Numerierung.

Das Verfahren wird nun fiir den Knoten 2 bei (b) neu begonnen, und die Schritte (b), (c)

und (d) werden ausgefiihrt. Man erhélt die neue Bandbreite ms.

Es folgt der Knoten 3. Die Schritte (b), (¢) und (d) werden ausgefiithrt. Man erhélt die
neue Bandbreite ms u.s.w.

Das Verfahren wird fortgesetzt, bis m,, erreicht ist. Die ,,optimale” Bandbreite ist
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Abbildung 14.12: Besetzung der Steifigkeitsmatrix
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Das Ergebnis einer systematischen Umnumerierung ist in Abbildung 14.13 (f) in Form
der ,,optimalen“ Bandmatrix K dargestellt. Ein Vergleich des Speicheraufwandes, der bei
Anwendung der Frontlosungsmethode (Frontloser) und einer Bandlésungsmethode ent-
steht, ergibt, dass die optimale Bandmatrix mehr Speicherplatz bendttigt, als die Matrix
fiir den Frontloser. Das fiihrt zu der Erkenntnis, dass eine Umnumerierung nicht immer
vorteilhaft ist. Im allgemeinen erhélt man mit einer Umnumerierung jedoch Bandmatri-
zen mit relativ kleiner Bandbreite. Ein vollstdndiges Programm in FORTRAN wird von

Collins /10/ angegeben.

14.5 Teilstrukturen und Makromatrizen

Bei der Darstellung der Verfahren zur Losung grosserer Gleichungssysteme wurde auf
die Notwendigkeit der externen Speicherung hingewiesen. Bei grosseren Systemen wird
je nach Grosse des verfiigbaren Kernspeichers der Rechenanlage nur ein ,,Block® einer
Matrix im Kern des Rechners bearbeitet, der Rest wird auf einem externen Speicher
(Platte, Trommel, Band) abgelegt (Abbildung 14.14).

Externe Datentréger

g (©

Band

Y \

| KERN ‘
SPEICHER

Abbildung 14.14: Physikalische Segmentierung

Zu jedem Zeitpunkt eines Programmablaufes wird mit dieser Art der Gleichungslosung
immer nur ein Teilbereich des Systemes betrachtet, dem eine durch die Blockldnge be-
stimmte Anzahl von Freiheitsgraden r zugeordnet ist. Das Rechenprogramm , segmentiert*
das Tragwerk: Wir bezeichnen dies deshalb als physikalische Segmentierung im Gegensatz
zu der mechanischen Segmentierung, bei welcher die Freiheitsgrade r einer mechanisch
sinnvollen Teilstruktur (,,substructure*) zugeordnet werden. Diese Teilstrukturen werden

bei der Festlegung der Elemente beriicksichtigt.
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Die Teilstruktur kann als Makroelement bezeichnet werden (Abbildung 14.15); sie besitzt
Knotenpunkte, die sie mit den benachbarten Makroelementen verbindet (L) und freie

Knotenpunkte (F) ohne Verbindung zu benachbarten Makroelementen.

® Anschlufknoten

a Freie Knoten

<5 Teilstruktur - Mokroeiement
<> {Substructure - Superetement }

Abbildung 14.15: Mechanische Segmentierung

Im folgenden stellen wir den Rechengang nach dem Weggrossenverfahren dar und beziehen
uns dabei auf eine Darstellung von Dankert /14/. Die vollstéindige Steifigkeitsmatrix der
Teilstruktur () wird mit K ¢ bezeichnet. Sie wird mit den bekannten Verfahren (Kapitel
6) aufgestellt. Fiir diese Teilstruktur gilt:

K'r=R. (14.2)

Mit den freien Verformungen r; und den Verformungen der Anschlussknoten r; ist dies

gleichbedeutend mit:

krprp +kpprp = Ry

und  kpprp+kpprp = Rp.
Gleichung (14.2) wird also so aufgestellt, als ob die Teilstruktur ein eigenes Tragwerk
darstellt, das mit dusseren Lasten R; (unbekannt) und Ry (bekannt) belastet ist.

Fiir die Ableitung der Steifigkeitsmatrix des Makroelementes gehen wir davon aus, dass

jede Teilstruktur mindestens einen freien Knoten besitzt.

(14.3)
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Aus der zweiten Gleichung von (14.3) erhélt man

'p = EEV (BF —kpp ZL) (14-4)

und durch Einsetzen in die erste Gleichung folgt:

kpprn+kipkpp (Rp — kpprr) = Ry,

Durch Umformung ergibt sich:

(kLL k’LF EFL) r,=Rp —krp ﬁﬁlv Ry

oder ka=35 (14.5)
mit k' = ( ELFEE}:EFL> )

v=r
und  S=R; —kipkpr Rp.

Gleichung (14.5) ist die Steifigkeitsbezichung fiir ein Makroelement, k' die Elementstei-
figkeitsmatrix des Makroelementes und SZ sind die Randkrafte des Makroelementes. Die
Elementverformungen %" (in globalen Koordinaten) werden bei der Berechnung des Ge-
samtsystemes wie die Verschiebungen eines Stabelementes behandelt. Die Knotenverfor-
mungen 7 des Gesamtsystemes sind die Knotenverformungen der Anschlussknoten (r;)

aller Makroelemente.

In der Inzidenzmatrix und der Gesamtsteifigkeitsmatrix des Tragwerkes werden nur Frei-

heitsgrade der Anschlussknoten r; verkniipft.

Die Losung ergibt die Verformungen der Anschlussknoten r;. Die freien Verschiebungen

rr werden nach (14.4) (mit bekanntem r; ) berechnet.

Bei der Berechnung von k' nach (14.5) sollte die Inversion von k. vermieden werden. Die
fiir (14.5) erforderlichen Produkte sollten {iber eine Dreieckszerlegung von kyp berechnet
werden. Die Berechnung von k' unter Beriicksichtigung besonders rationeller Matrizen-

operationen wird von Dankert /14/ dargestellt.



338 KAPITEL 14. ASPEKTE DER PROGRAMMIERUNG

Eine Zerlegung in Teilstrukturen ist in vielen Fallen von betréchtlichem Vorteil gegeniiber

einer physikalischen Segmentierung;:

— Es ist moglich, Teilstrukturen abzuspeichern und bei weiteren Berechnungen wie-

derzuverwenden.
— Die Variantenuntersuchung ist einfacher.

— Die Dateneingabe wird bei geometrisch &hnlichen Teilstrukturen vereinfacht.

14.6 Dateneingabe und Darstellung der

Ergebnisse

In den Anfingen der ,,Computer-Statik® vor etwa 20 Jahren wurden die Rechner
hauptsédchlich zum Aufbau und zur Losung umfangreicher Gleichungssysteme eingesetzt.
Die Eingabe der Daten war meist sehr zeitaufwendig und umsténdlich, die Ausgabe der
Rechenergebnisse vielfach uniibersichtlich. Durch die moderne Datentechnik hat sich diese

Situation entscheidend geéndert:

Wir erkldren einige der heute iiblichen Grundziige der Dateneingabe am Beispiel von

Stabwerken.
Die Dateneingabe erfolgt iiber Eingabedateien oder grafisch-interaktiv.

Es ist zweckmaéssig, die Eingabedaten eines Tragwerkes in zwei Gruppen einzuteilen:

— die geometrischen Daten des Gesamtsystems einschliesslich der kinematischen und

statischen Randbedingungen (Lasten),

— die Eigenschaften der Elemente.

Mit den Eigenschaften wird iiblicherweise eine Vorverarbeitung (Pre-Processor) gestartet.

Typische Teilaufgaben des Pre-Processors sind:

— die graphische Darstellung der Eingabedaten (Beispiel Abbildung 14.16),

— die iiberpriifung der Eingabe mittels redundanter Eingabedaten und einfache

Vollstéandigkeitskontrollen,

— die Aufbereitung oder Umordnung der Daten fiir die weitere Berechnung.

Die Eingabedaten werden unabhéngig vom Eingabegerét iiblicherweise in einer Datenbank
gespeichert. Spitere Anderungen und Ergénzungen kénnen dann in den gespeicherten

Eingabedaten erfolgen.
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Die graphische Darstellung der Eingabedaten ist ein wichtiges Hilfsmittel fiir das Erken-
nen von Kingabefehlern. Beispiele fiir die Darstellung raumlicher Stabwerke zeigt Abbil-
dung 14.16. Die meisten Pre-Processoren fiir Finite Element Programme erméglichen eine

rdumliche Darstellung mit beliebigen Blickpunkten und Perspektiven.
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Abbildung 14.16: Darstellung eines Seilnetzkiihlturms und einer Rippenschale

Zur Dateneingabe wird auch das Generieren von Daten gezdhlt, d.h. das Erzeugen von
Daten nach einer bestimmten Vorschrift. Datengeneratoren fiir Stabwerke kénnen z.B. die

Eingabedaten einer Teilstruktur in einer vorgeschriebenen Anzahl wiederholen.

Die Eingabe, Kontrolle und Anderung von Daten kann iiber einen Interaktiven Konstruk-

tionsplatz erfolgen, wie er z.B. von Flessner /19/ beschrieben wird.

Eine zusammenfassende Darstellung einer sinnvollen Datenaufbereitung fiir grossere Da-
tenmengen gibt Kenngott /34/ (vgl. Abbildung 14.17).

Jede Ausgabe eines Programmes muss mit einer vollstdndigen Auflistung der Eingabe-
daten beginnen. Dies ist besonders wichtig fiir die Erstellung statischer Berechnungen.
Die Anforderungen an ,,Elektronische Standsicherheitsberechnungen sind in technischen
Baubestimmungen festgelegt /26/. Die iibliche Form der Ausgabe sind Druckerproto-
kolle, evtl. mit Speicherung der Ergebnisse und Zwischenergebnisse in einer Datenbank
fiir eine Nachverarbeitung (Post-Processor). Der Leistungsumfang des Post-Processing ist
unterschiedlich: Er reicht von der sinnvollen Reduzierung der Ausgabe auf wesentliche Er-
gebnisse iiber einfache Spannungsberechnungen (z.B. Randspannung bei Stédben) und der
Uberlagerung von Lastfillen bis zu einfachen Bemessungsaufgaben und zur konstruktiven
Durchbildung und kompletten Ausfithrungszeichnungen (/59/, /60/).
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Abbildung 14.17: Interaktives Arbeiten im BATCH-Modus nach Kenngott /34/

Bei einfachen Systemen, wie z.B. Durchlauftrdgern und Rahmen, ist die graphische Dar-
stellung von Zustandslinien zweckmaéssig. Ein Beispiel fiir diese Ausgabeform zeigt Abbil-

dung 14.18.

Weitere anschauliche Kontrollausgaben sind mit der Darstellung des verformten Tragwer-
kes oder der graphischen Kennzeichnung des Mafles der Beanspruchung einzelner Bauglie-
der moglich. Ein Beispiel fiir die graphische Ausgabe eines verformten Stabwerkes zeigt

Abbildung 14.19.

Die Anforderungen, die an eine Ausgabe gestellt werden miissen, sind /77/

— die Ausgabe ist flexibel, Zwischenergebnisse sind auf Wunsch verfiigbar,
— die Ausgabe kann selektiv, z.B. in bestimmten Schnitten erfolgen,

— selektive graphische Ausgaben sind moglich.

14.7 Programmaufbau

In den letzten zehn Jahren wurde eine Vielzahl von Finiten Element-Programmen mit
mehr oder minder grossem Anwendungsbereich entwickelt. Die wesentlichen und allgemein
akzeptierten Anforderungen, die heute an ein Finite-Element-Programmsystem gestellt

werden, beschreiben Lopez, u.a. wie folgt /43/:

(1) Flexibilitit bei der Tragwerksbeschreibung: Der Benutzer sollte verschiedene
Moéglichkeiten zur Auswahl haben. Die Entscheidung iiber die Tragwerksbeschrei-
bung (Idealisierung) sollte unter Beriicksichtigung der einfachen Handhabung und
der numerischen Effizienz getroffen werden. Mehrstufige und rekursive Teilstruktu-

ren sollten moglich sein.
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Abbildung 14.18: Graphische Darstellung von Zustandsgrossen nach Spiegel /76/

Ein heute allgemein anerkanntes Prinzip der Programmstrukturierung ist der modulare
Aufbau. Hierbei wird das gesamte Programm durch eine Reihe kleinerer Einheiten, den

Moduln, aufgebaut. Ein Modul besitzt gewisse, definierte Merkmale:

— Er ist eine unabhéngige, in sich abgeschlossene Programmeinheit (Subroutine, Pro-

zedur, Programmabschnitt).

— Er kann unabhéngig vom iibrigen Programm in die Maschinensprache iibersetzt und

getestet werden.

— Jeder Modul kann aufgerufen werden und kann gegebenenfalls andere Moduln auf-

rufen.

— Jeder Modul ist eine abgeschlossene Programmeinheit, nach dem Aufruf wird der
Programmablauf direkt nach dem Statement, welches den Aufruf erzeugt, fortge-

setzt.

Die modulare Struktur kann nach Hierarchien gegliedert sein; die Moduln einer héheren
Ebene konnen solche auf einer niedrigeren Ebene aufrufen. Auch hier muss jedoch si-
chergestellt sein, dass nach ,Abarbeiten* der Aufruffolge in das Rahmenprogramm iiber
den Modul auf der héchsten Ebene zuriickgekehrt wird. Dies ist symbolisch in Abbildung
14.20 dargestellt.

Die Vorteile der modularen Struktur wurden von Weber /86/ am Beispiel des modula-
ren Programmes MISS-SMIS aufgezeigt. Es seien hier nur einige genannt: Die modulare
Struktur ergibt

— eine einfachere Programmpflege und erleichtert Ergénzungen,
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Abbildung 14.19: Gittermast

Diese Erkenntnis hat zu dem Versuch gefiihrt, die ,, Dokumentation von DV-Programmen
im Bauwesen“ zu normen (DIN 66230, Entwurf August 1976). Die Norm (Teil 5) ist

gegliedert nach

Geltungsbereich, Zweck, Begriffe,
Kurzbeschreibung,
Benutzerhandbuch und

Datenverarbeitungs-Handbuch (DV-Handbuch) mit detaillierten Angaben iiber den

Umfang aller Leistungen.

Gerade fiir die praktische Anwendung sind derartige Angaben eine unabdingbare Forde-

rung.

Die Anforderungen an ein Finite-Elemente-Programm aus der Sicht priiffihiger Berech-

nungen werden von Stein /77/ zusammenfassend dargestellt.

Die ,,Vorlaufigen Richtlinien fiir das Aufstellen und Priifen Elektronischer Standsicher-
heitsberechnungen® /26/ wurden 1965 beraten und abgefasst. Sie sind heute in sechs
Léndern der Bundesrepublik Deutschland (Bayern, Hamburg, Hessen, Niedersachsen,
Rheinland-Pfalz, Schleswig-Holstein) bauaufsichtlich eingefiihrt (vgl. dazu auch Hees

/26/).
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Abbildung 14.20: Hierarchie des Modulaufrufes

Sowohl die ,,Dokumentation ... (DIN 66230) als auch die , Vorlaufigen Richtlinien ...
ermoglichen es dem Benutzer, die Leistungsfidhigkeit und den Einsatzbereich eines Pro-
grammsystemes auf einheitlicher Grundlage zu beurteilen. Die Ergebnisse eines Program-
mablaufes behalten trotzdem héufig den vielzitierten ,,black-box“ Charakter und bergen
damit ein erhohtes Fehlerrisiko in sich. Als héufigste Fehler werden von Reyer /69/ ge-

nannt:
— Idealisierungsfehler im Be